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Zad.1. Zbadaj zbieżność całek:

(a) (6p)
∫∞
0
x arctg x

(1+x2)2
dx; (b) (7p)

∫ π
2

0 tg
1

2xdx; (c) (8p)
∫ π
2

0
ln sin x√
x
dx.

Zad.2. Zbadaj zbieżność (bezwzglȩdna̧ i warunkowa̧) szeregów:

(a) (8p+4p)
∑∞
n=1

(−1)n+1

n+ln2 n
; (b) (2p+4p)

∑∞
n=1

(−1)n

n−lnn
.

Zad.3. (a) (16p) Wykazać, że jeśli lim infn→∞
ln an
lnn
> −1 to

∑∞
n=1 an jest rozbieżny.

(b) (5p) Wiedza̧c, że
∑∞
n=1

1
n2
= π

2

6
oblicz

∞∑
n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)
.

Zad.4. (a) (8p) Udowodnij, że jeśli f jest funkcja̧ całkowalna̧ na dowolnym skończonym
przedziale [a, b] i okresowa̧ o okresie T , to

∫ a+nT
a

f(x)dx = n ·
∫ a+T
a
f(x)dx.

(b) (10p) Niech f bȩdzie funkcja̧ cia̧gła̧. Udowodnij, że

∫ π
0
f(sin x)dx =

2

π

∫ π
0
xf(sin x)dx.

Zad.5. (a) (16p) Udowodnij, że jeśli f jest funkcja̧ całkowalna̧ i nieujemna̧ na przedziale
[a, b], to z nierówności

∫ b
a
f(t)dt > 0

wynika, że zbiór {t ∈ [a, b] : f(t) = 0} nie jest gȩsty w [a, b].

(b) (6p) Uzasadnij, że poniższa całka istnieje i nastȩpnie oblicz ja̧ wprost z definicji∫ 1
0
t3dt.


