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Kazdy styszal zapewne o prawie serii w rozumieniu potocznym. Najczesciej
mowi sie o nim zartobliwie, gdy w naszym zyciu natkniemy sie na pozornie nieza-
lezne powtorzenia zdarzen identycznych lub do siebie podobnych, albo przynaj-
mniej posiadajacych wspolne cechy (jak na przyklad to, ze sa dla nas korzystne
- wtedy méwimy o dobrej passie, lub niekorzystne — wtedy méwimy, ze nieszcze-
$cia chodzq parami). Prawo to jednak manifestuje sie czasem tak wyraznie, ze
trudno juz mysle¢ o nim w kategoriach zartobliwych i zaczynamy doszukiwaé sie
w nim przejawu jakiej$ niewyjasnionej sity wystepujacej w przyrodzie, sprawa
zaczyna pachnie¢ zjawiskami nadprzyrodzonymi, a w skrajnych przypadkach
(zwlaszcza serii nieszczesé) — moze budzié pierwotny zabobonny lek i wzmagaé
wiare w niektore przesady.

Wiréd srodowisk naukowych zainteresowanie zjawiskami typu serii i nadzwy-
czajnymi zbiegami okolicznosci (tzw. koincydencjami) pojawito sie na przetomie
XIX i XX wieku i trwalo mniej wiecej do kornica lat 60-tych. Pézniej nastapito
pewne nasycenie mozliwosci gromadzenia nowych argumentéw i dyskusje na
ten temat, majace zreszta glownie charakter filozoficzno-akademicki, jak i zain-
teresowanie calg ta tematyka zdecydowanie ostabto. Powracala ona jedynie na
tamach ksiazek i czasopism popularno-naukowych lub wrecz paranaukowych, co
spowodowalo jeszcze wyrazniejsze odciecie sie od niej szanujacych sie srodowisk
naukowych.

W ostatnich latach, w ramach teorii ergodycznej, badajac wraz z moim fran-
cuskim kolega Yves’em Lacroix tzw. asymptotyczne rozktady czasé6w powrotu
dla dtugich cylindréw, udowodniliSmy pewne twierdzenia zwiazane z pojeciem
entropii, ktore opisuja zjawiska do ztudzenia przypominajace te interpretowane
potocznie jako prawo serii. Przy pewnej dozie swobody w interpretacji rzeczy-
wistodci mozna nawet uwazaé, ze wyniki te w jaki§ sposéb przektadaja sie na
wystepowanie prawa serii w niektorych typach zjawisk. Dlatego, pomimo pewnej
rezerwy i poczatkowo chtodnego przyjecia ze strony autorytetéw nauki, postano-
wiliSmy w prezentacji naszych wynikoéw nawigzywaé do potocznego prawa serii
i nie stroni¢ od kojarzenia tych dwoch sposobéw rozumienia tego ,, prawa’. Sta-
ramy sie jednak przy tym wyraznie zaznaczaé, ze istnieja dwa odrebne $wiaty:
$wiat zjawisk rzeczywistych i §wiat modeli matematycznych. Nasze ergodyczne



prawo serii stosuje sie wylacznie do drugiego z nich. Jego stosowalnosé do rze-
czywistosci pozostawiamy na ogoét ocenie naszych czytelnikow i shuchaczy.

1 Potoczne prawo serii

Zacznijmy wiec moze od krotkiego wprowadzenia do potocznego prawa serii,
sktadajacego si¢ z kilku prostych przyktadéw z zycia oraz rysu historycznego
debaty naukowej, po ktorych przejdziemy ergodycznego prawa serii, podajac
niezbedne definicje poje¢ matematycznych z teorii ergodycznej i proceséw sto-
chastycznych, sformutowania twierdzen i szkic jednego z dowodow.

Zjawisko prawa serii w pierwszej kolejnosci zanotowali hazardzisci uprawia-
jacy gry losowe. Obserwowali oni tak zwane dobre i zte passy. Sztandarowym
przyktadem jest tu przypadek Charlesa Wellsa, ktory w roku 1891 jednej nocy
kilkakrotnie rozbil bank (100 tys. frankow — w tamtych czasach — majatek!),
grajac w ruletke w jednym ze znanych kasyn w Monte Carlo. Rozbicie banku
jest zdarzeniem niezwykle rzadkim, a Wellsowi przydarzalto sie ono raz za ra-
zem. Charakterystyczne jest przy tym to, ze kolejne liczby i kolory wypadajace
w grze w ruletke uwazane sg za zdarzenia kompletnie od siebie niezalezne, tak
wiec nie mozna upatrywaé wyjasnienia wygranych w stosowaniu jakiego$ sys-
temu. Na temat tego zdarzenia napisano piosenke “The man who broke the Bank
at Monte Carlo”, a nawet nakrecono film (pod tym samym tytutem).

Prawo serii wystepuje czesto w historii badan naukowych. Nierzadko bywa
tak, ze jaki§ problem naukowy pozostaje otwarty przez dziesigtki lat, a kiedy
zostaje rozwiazany, okazuje si¢, ze dokonaly tego mniej wiecej w tym samym
czasie, niezaleznie od siebie i nie wiedzac o sobie, dwa lub wiecej zespoty badaw-
cze w roznych zakatkach swiata. Tu jednak mozna mieé pewne watpliwoéci co do
niezaleznosci tych odkryé. Nieraz bowiem jakie§ wczesniejsze odkrycie naukowe
otwiera droge do rozwigzania i wtedy zbieznosci w czasie pojawienia sie kilku
rozwigzan nie mozna uznaé za przypadkowa.

Istnieja inne, zupelnie niewiarygodne przyktady serii identycznych lub po-
dobnych zdarzei, gdzie trudno dopatrze¢ sie zwiazku przyczynowego. Wiele z
nich znalezé¢ mozna w literaturze dotyczacej tzw. zjawisk niewyjasnionych. Sa
to najczesciej zbieznosci zyciorysow nie spokrewnionych ze sobg 0sob (czesto
noszacych te same nazwiska), niezwykte podobienstwo okolicznosci $mierci bliz-
nigt, powtoérzenia niemal identycznych sekwencji zdarzenn w zyciu jednej osoby
(deja vu), itp. Pomijajac kwestie wiarygodnosci tych relacji, wskazuja one na to,
ze zdarzenia tak niesamowite, ze juz prawdopodobienistwo jednego wystapienia
wydaje sie znikome, mimo to zdarzaja sie, i to w seriach po dwa lub kilka naraz,
w stosunkowo niewielkich odstepach czasu.

Pierwszym i od razu fanatycznym badaczem prawa serii byl dzialajacy na
przetomie XIX i XX w. austriacki biolog Paul Kammerer (1880-1926). W swo-
jej ksiazce Das Gesetz der Serie [K| (czyli wlasnie Prawo serii) zawarl wiele
przyktadow z zycia swojego i swoich bliskich. Sa one podobne do przytoczonych
powyzej, cho¢ moze mniej spektakularne: kilkakrotne natkniecie sie w ciggu jed-
nego dnia na nazwe tej samej, odleglej, mato znanej miejscowosci, spotkanie tego



samego dnia kilku os6b o tym samym nazwisku, itp. Kammerer przeprowadzal
tez eksperymenty polegajace na obserwacji przechodniéw i notowaniu czasow
pojawienia sie osob o jakiej$ wspolnej cesze (np. w okularach, z laska, itp.), albo
na notowaniu dokladnych czaséow wejsé¢ klientéw do jakiegos sklepu. Przykta-
dowo, przy $redniej 60 klientéw na godzine, tylko w stosunkowo matym procen-
cie przedzialéow jednominutowych odnotowat on dokltadnie jednego klienta. W
wiekszosci takich przedzialow bylo albo zero, albo wiecej niz jeden klient. To,
zdaniem Kammerera, dowodzito, ze klienci chodza, ,, seriami”. Kammerer, jako
biolog, nie mial pojecia o procesach stochastycznych i w swoim rozumowaniu
popekial oczywisty btad. Jednak btad Kammerera naprowadzi nas na to, jak
poprawnie zdefiniowa¢ matematyczne prawo serii.

Jak juz wspomnielisSmy, przyklady serii mieszaja sie w literaturze z przy-
ktadami innych niewiarygodnych zbiegdéw okolicznosci. Pionierska teorie o nie-
objetych prawami fizyki sitach prowokujacych m. in. serie zdarzen podobnych i
inne koincydencje wysnuli (positkujac sie miedzy innymi przyktadami z ksiazki
Kammerera), dwaj znani naukowcy, Karol Gustaw Jung (1875-1961, szwajcarski
profesor filozofii i psychologii) oraz zdobywca nagrody Nobla w dziedzinie fizyki,
Austriak, Wolfgang Pauli (1900-1958). Postulowali oni istnienie w naturze swo-
istego ,, przyciagania’ w przestrzeni i czasie zjawisk lub obiektow posiadajacych
wspolne cechy (tzw. teoria synchronicznosei) [J-P, J].

Poglad przeciwstawny do teorii synchronicznosci gtosi, ze wszelkie serie, ko-
incydencje i temu podobne, sa wynikiem czystego przypadku i nie kryje sie za
nimi zadna nadprzyrodzona lub niewyjasniona sita. Poglad taki wyrazil m. in.
amerykanski matematyk, Warren Weaver (1894-1978), bliski wspotpracownik
Claude Shannona — twoércy teorii informacji i pojecia entropii. Rzeczywistosé
przeprowadza w kazdej minucie miliony préb losowych polegajacych na przy-
padkowym zestawianiu w przestrzeni i czasie réznych liczb, nazwisk, wydarzen,
itp., nie ma zatem niczego nadzwyczajnego w tym, ze od czasu do czasu po-
jawi sie seria elementéw identycznych lub podobnych, albo koincydencja odbie-
rana przez nas jako niewiarygodna. Kazda z nich ma bowiem prawdopodobien-
stwo niezerowe, wiec przy odpowiednio duzej liczbie préb ma prawo, a nawet
,, obowiazek” kiedys sie pojawié. Nasz problem polega na ignorowaniu sekwencji
zdarzen nie noszacych znamion nadzwyczajnosci, a przez to nie dostrzeganiu
globalnej liczby ,, porazek” jakie towarzysza wystapieniu jednego ,, sukcesu” w
postaci niezwyklego zbiegu okolicznosci.

W odniesieniu do prawa serii, argumentacja ta wyglada nastepujaco: wysta-
pienia powtorzen okreslonego zjawiska uwazane za niezalezne od siebie sa mode-
lowane przez proces Poissona. Odstepy miedzy sygnalami w takim procesie nie
sg oczywiscie jednakowe — czasem sa one wicksze, czasem mniejsze. Miejsca na
osi czasu, gdzie zbiegnie sie kilka matych odstepow (a takowe wystepuja z od-
powiednia dodatnia frekwencja w czasie) moga by¢ interpretowane jako ,, serie”.
Richard von Mises w swojej ksiazce [vM] wyraznie sugeruje, ze to wlasnie takie
naturalne serie obserwowal Kammerer w wiekszosci swoich eksperymentéw.

A oto inny argument przeciwnikoéw teorii synchroniczno$ci i prawa serii.
Wiele zjawisk w przyrodzie wystepuje seriami z zupeinie racjonalnych powo-
dow. Moze to by¢ zwiazane z fizycznym prowokowaniem powtorzen. Za przyktad



moze tu shuzyé wystepowanie zachorowan na jako§ chorobe zakazng w okre-
slonym regionie. Erupcje wulkanéw, powodzie czy inne zjawiska w przyrodzie
roéwniez wystepuja seryjnie w okresach wystepowania tzw. warunkow sprzyjaja-
cych, ktoére pojawiaja sie i znikaja zgodnie z innym procesem o bardzo wolnym
przebiegu. Oczywiscie, nikt nie doszukuje sie magicznego prawa serii tam, gdzie
jego przyczyny sa oczywiste. Prawo serii dotyczy¢ ma zdarzen, ktorych kolejne
pojawienia sie uwazane sg za wzajemnie niezalezne. Angielski matematyk i po-
pularyzator nauki Robert Matthews w jednym ze swych esejéw wyraza poglad,
ze w przypadku wielu takich ,, niewyjasnionych” serii ta niezaleznosé jest tylko
pozorna. Przy wnikliwszym zbadaniu mogtoby sie okazaé¢, ze powtdrzenia sa ze
sobg, fizycznie powigzane i de facto prowokuja sie nawzajem. Tylko, ze pobiezni
obserwatorzy nie zadaja sobie trudu, aby tych powiazan dociekaé. Przeciez za-
wsze to bardziej podniecajace odkrywaé zjawiska paranormalne!

Podobne poglady znalezé mozna w pracach matematyka amerykanskiego,
Williama Kruskala (1919-2005). Méwiac w duzym skrocie, poddaje on gruntow-
nej krytyce wszechobecne w modelowaniu matematycznym zjawisk zachodza-
cych w rzeczywistosci zalozenie niezaleznosci pewnych zdarzen (zob. np. [Kr]).
Inny wspoélczesny matematyk, Piercy Diakonis, znany jest z badan nad wta-
snosciami realnego procesu rzutéw moneta i wskazaniu, ze nie jest to, whrew
powszechnemu przekonaniu, proces Bernoulli’ego z wagami 1/2, 1/2 (zob. n.p.
[D-H-M]).

Wspolczesnie o istnieniu prawa serii i synchronicznoéci, ktére sa czyms wie-
cej niz naturalnym rozmieszczeniem sygnaléw w procesie Poissona czy skut-
kiem wytlumaczalnych zaleznosci, przekonani sa jeszcze tylko badacze zjawisk
paranormalnych. Francuz, Jean Moisset jest samoukiem i zajmuje sie parap-
sychologia. Jego dorobek liczy kilkanascie ksiazek. Moisset laczy prawo serii
ze zjawiskiem psychokinezy i sugeruje nawet, ze przy pewnym treningu mozna
sterowaé¢ prawem serii czy zjawiskiem synchronicznosci w korzystny dla siebie
sposob (zob. n.p. [M]).

2 FErgodyczne prawo serii

W koncowce XX wieku w ramach teorii ergodycznej powstalo kilkanascie
prac poswieconych rozktadom czasu powrotu do zbioru miary dodatniej (zob.
n.p. [C, A-G]). W szczegdlnosci badano rozklad graniczny, gdy $rednica lub
miara tego zbioru maleje do zera. Jak juz wspomnialem na wstepie, wraz z
moim francuskim kolega zajmowaliémy podobnymi zagadnieniami, w szczego6l-
nosci pytaniem, w jaki sposoéb dodatnia entropia wptywa na dystrybuante cza-
sow powrotu dlugich cylindréow w procesie ergodycznym o skoriczonej liczbie
stanéw. Wiadomo byto, ze w uktadach specjalnego typu, np. w procesach Ber-
noulli’ego, albo w procesach o dostatecznie szybkim tempie mieszania, rozktady
te po unormowaniu zbiegaja wraz z dtugoscia bloku do rozktadu wykltadniczego
(zob. n.p. [A]). ZastanawialiSmy sie, czy wystarczy do tego dodatnia entropia. Z
pomoca niezyjacego juz dzi§ Dana Rudolpha znalezliSmy na to kontrprzyktady.
Ale co nas zastanowito — we wszystkich tych kontrprzyktadach dystrybuanta



graniczna unormowanego rozkladu czasu oczekiwania lezala ponizej dystrybu-
anty rozktadu wyktadniczego. Po kilku tygodniach wytezonej pracy udatlo nam
sie udowodnié¢, ze istotnie tak musi by¢. Dodatnia entropia powoduje, ze dys-
trybuanty czaséw oczekiwania na dlugie bloki leza, z doktadnoscia do epsilona,
ponizej dystrybuanty rozktadu wyktadniczego. Dowdd jest skomplikowany i za-
awansowany, 1 uwazaliémy go (i do dzi§ uwazamy) za duze osiagniecie.

W trakcie spisywania szczegotow zaczeliSmy tez zastanawiaé sie, jaka jest in-
terpretacja tego zjawiska. Co oznacza takie polozenie dystrybuanty czasu ocze-
kiwania. Bardzo szybko odkrylismy, ze oznacza to po prostu tendencje wystapient
danego bloku wzdluz osi czasu w realizacji procesu do skupiania sie w grupy.
Tak jakby pierwsze jego wystapienie prowokowalo kilka nastepnych, a potem na-
stepowata dhuzsza kompensacyjna przerwa. Takie zachowanie blokéw nasuneto
nam skojarzenie z potocznym prawem serii. ZrozumieliSmy, ze paradoksalnie,
teoria ergodyczna dostarcza argumentéw za, a nie przeciw istnieniu prawa serii.
Odkryta przez nas interpretacja tak nas zafascynowala, ze we wstepie do po-
wstalej pracy naukowej bardzo §miato do niej nawiazaliémy. Napisaliémy wrecz,
ze nasze wyniki rzucaja nowe $wiatlo na zjawisko, o ktére toczy sie odwieczny
spor, ze odkryliSmy matematyczne podstawy Jungowskiej teorii synchroniczno-
Sci, itp. itd.

W efekcie, zadne szanujace sie czasopismo matematyczne nie chcialo opu-
blikowaé¢ naszej pracy i byla ona systematycznie odrzucana z adnotacja, ze jest
ona ,, bardzo interesujaca matematycznie, jednak autorzy wyciagaja zbyt $§miate
i zbyt daleko idace wnioski”. Dopiero po kilku latach zmienilismy taktyke. Zta-
godziliSmy nasz wstep i napisaliSmy wyraznie jakich serii nasze wyniki dotycza,
a jakich nie. W nowej wersji praca jest od niedawna dostepna na lamach Ergodic
Theory and Dynamical Systems [D-L].

Wprowadzimy teraz kilka podstawowych definicji, sformutowania naszych
gtownych twierdzen oraz naszkicujemy metody uzyte w dowodzie. Sposéb w
jaki to zrobimy jest wynikiem kilkuletnich przer6bek i odbiega od tego, jak
dochodzilismy do tych wynikéw. W czasach prowadzenia naszych pierwszych
badari, byliSmy zupelnie nieSwiadomi interpretacji; widzieliSmy jedynie sucha
asymptotyke pewnych zmiennych losowych stowarzyszonych z okreslona klasa
proceséw stochastycznych.

Punktem wyjscia bedzie pewien typ procesu stochastycznego, tzw. proces sy-
gnatowy. Jest to proces X;(w) (t reprezentuje czas i przebiega wszystkie liczby
rzeczywiste badz tez tylko nieujemne, a w jest elementem abstrakcyjnej prze-
strzeni probabilistycznej i reprezentuje realizacje procesu) o wartosciach natu-
ralnych i o trajektoriach startujacych z zera, niemalejacych i powiedzmy pra-
wostronnie ciaglych. Sygnaly odpowiadaja skokom trajektorii. Zakladamy, ze
nasz proces jest jednorodny, tzn. rozktady wielowymiarowe przyrostow X; — X
sa niezmiennicze na przesuniecie w czasie. Do celéw interpretacji, za sygnaly
mozna uwazaé wlasnie wystapienia jakiegos obserwowanego przez nas zdarzenia
losowego. Z jednorodnym procesem sygnalowym zwigzana jest pewna zmienna
losowa zwana czasem oczekiwania na pierwszy sygnal i okreslona wzorem

W(w) = min{t : X¢(w) > 0}.



Inng pomocniczg wartoscia takiego procesu jest jego intensywnosé zdefiniowana
jako srednia ilos¢ sygnalow w jednostce czasu, czyli jest to A = E(X;). Teoretycz-
nie wartos¢ ta moze by¢ nieskoriczona, jednak procesy sygnatowe o nieskoriczonej
intensywnosci, z do§¢ oczywistych wzgledéw, nie beda nas interesowac.

Dobrze wiadomo, ze sygnaly nadchodzace z okreslona intensywnoscia A ale w
sposob niezalezny od siebie (proces sygnatowy bez pamieci) opisywane sa przez
tzw. proces Poissona. Gdy obserwujemy powtorzenia jakiegos losowego zjawiska
w przyrodzie, co do ktérego mamy przekonanie, ze sa one od siebie wzajemnie
niezalezne, nie prowokuja sie ani nie wygaszaja sie nawzajem, to bedziemy mo-
delowaé je wlasnie przy pomocy procesu Poissona. Tak powinny zachowywaé sie
przyktadowe czasy wejsé klientéw do sklepu. Rozktad czasu oczekiwania w pro-
cesie Poissona jest wykladniczy, w zwiazku z tym odstepy pomiedzy sygnatami
nie sa state, tylko losowe, czasem wieksze czasem mniejsze. Nic wiec dziwnego,
ze Kammerer obserwowal przewage jednominutowych przedzialow, gdzie liczba
sygnalow byta rozna od wartosci oczekiwanej. Aby uniknaé¢ ,bledu Kamme-
rera” musimy zatem przyjaé proces Poissona za punkt odniesienia. Uznaé, ze
w procesie Poissona nie ma zadnego prawa serii. Prawo serii zdefiniujemy jako
odpowiednie odchylenie procesu sygnatowego od procesu Poissona. Oczywiscie
dany proces mozemy poréwnywaé tylko z procesem Poissona o takiej samej in-
tensywnosci.

Okazuje sie, ze poszukiwana definicja jest niezwykle prosta i odwotuje sie wy-
tacznie do rozkladu czasu oczekiwania. Nie trzeba analizowaé¢ skomplikowanych
rozktadow wielowymiarowych procesu. Przypomnijmy, ze w procesie Poissona
rozklad czasu oczekiwania jest wykladniczy z parametrem A, gdzie A jest inten-
sywnoscia procesu i jej dystrybuanta zapisuje si¢ wzorem

F)\(t> =1—e M,

Definicja 2.1. Powiemy, ze sygnaly w procesie sygnatowym o intensywnosci A
wzajemnie sie przyciggaje z odlegtosci t, jesli Fy (t) < Fx(t), a odpychajq sie,
jesli zachodzi nierownosé przeciwna, gdzie Fyy jest dystrybuantq czasu oczekiwa-
nia w danym procesie. Modut roznicy miedzy prawg a lewg strong nierdwnosci
nazwiemy sitq przyciggania (lub odpowiednio odpychania,).

. . odpychanie
przyciaga




Napomknijmy, ze z dosé oczywistych powodow (o ktorych nie bedziemy tu
pisa¢) dystrybuanta czasow powrotu jest zawsze funkcja wklesta, o czym trzeba
pamietaé rysujac jej przyktadowe przebiegi.

Wyjasnimy teraz, dlaczego te proste nieréwnosci okreslamy wtasnie mianem
przyciagania i odpychania. Przypu$émy, ze obserwujemy nasz proces przez czas
t. Wartos¢ Fyy (t) to prawdopodobieristwo, ze czas oczekiwania na pierwszy sy-
gnal w naszym procesie jest mniejszy od ¢, czyli Zze zobaczymy co najmniej jeden
sygnal. Jesli Fy(t) < F\(t), to mamy podwyzszone (w poréwnaniu z procesem
Poissona) prawdopodobieristwo braku sygnalow w przedziale czasu dlugosci ¢.
Czyli w typowej realizacji procesu bedziemy mieli wiecej pustych przedziatlow
dtugosci t. Poniewaz intensywno$é jest ustalona, ta sama $rednia ilo$é sygna-
6w musi zatem bardziej koncentrowaé sie w niepustych przedzialach o dtugosci
t. Bedzie to wiec (obserwowalna w skali czasu t) podwyzszona sktonnosé sy-
gnaltéw do skupiania sie. Odpychanie to efekt przeciwny: obserwowaé bedziemy
mniej pustych przedzialéw, co oznacza bardziej wyréwnane wzdtuz osi czasu
rozmieszczenie sygnaldéw z typowej realizacji. Ponizszy rysunek ukazuje przykta-
dowe rozmieszczenie sygnaléw na osi czasu w procesie z odpychaniem, Poissona
i z przyciaganiem.

Jesli teraz w danym procesie wystepuje przyciaganie z jednych odlegtosci i
odpychanie z innych, to sktonnoéé do skupiania sie sygnalow (powstawania serii)
bedzie niejednoznaczna, zalezna od perspektywy czasu obserwacji. Ale jesli dany
proces wykazuje wylacznie przyciaganie, to w dowolnej skali czasu zobaczymy
jedynie tendencje do tworzenia sie serii. To jest wlasnie to, co chcemy nazwaé
mianem prawa serii:

Definicja 2.2. Powiemy, ze w procesie sygnatowym o intensywnosci A wyste-
puje prawo serii jesli spetnione sq jednoczesnie dwa postulaty:

Postulat 1. Z Zadnej odlegtosci nie ma w nim odpychania;
Postulat 2. Z przynajmniej jednej odlegtosci jest przycigganie.
Innymi stowy Fw (t) < Fi(t), i funkcje te nie sa sobie rowne. W praktyce

bedziemy tolerowa¢ marginalne odpychanie, z sita o wiele mniejsza od sity wy-
stepujacego przyciagania, jak to pokazano na rysunku.




W ten sposob sprecyzowalismy pojecie, o ktore (bez jego definiowania) spie-
rano sie w pierwszej polowie ubieglego stulecia. Widaé¢ teraz, ze nie mozna
rozstrzygaé¢ o wystepowaniu prawa serii w procesach, w ktérych dysponujemy
niewielka liczba obserwacji, nie pozwalajaca nawet na ustalenie jego intensyw-
nosci. Obserwacja dwoch lub trzech powtorzen jest catkowicie niewystarczajaca.
Tym bardziej, jesli o tym, co uznamy za powtdrzenie bedziemy decydowaé do-
piero w trakcie trwania obserwacji i w ten sposéb tendencyjnie zmienia¢ przebieg
procesu (a tak wlasnie wyglada wiekszos$é obserwacji potocznego prawa serii).

Jednakze, w pewnym sensie paradoksalnie, jak wynika z naszych twierdzen,
to wlasnie zachowanie dystrybuanty czasu oczekiwania zgodne z nasza formalna
definicja prawa serii dominuje dla okreslonych zdarzen w procesach ergodycz-
nych o skoiiczonej liczbie stanéw. Dlatego tez uznaliSmy, ze w uktadach dy-
namicznych odkryliSmy owa mistyczng sile synchronicznosci Pauli’ego i Junga.
Jest nig mianowicie entropia.

Rozwazamy klasyczny teorio-miarowy uklad dynamiczny (X, 2, u, T), gdzie
1 jest miara probabilistyczna, a T : X — X jest transformacjg mierzalng za-
chowujacg miare p. Prostym sposobem otrzymania procesu sygnalowego jest
ustalenie jakiego$ zdarzenia losowego (zbioru mierzalnego B C X) i przyjecie
za sygnal pojawienie sie zdarzenia B w realizacji procesu. Zachowywanie miary
implikuje, ze taki proces sygnatowy jest jednorodny, a Twierdzenie Ergodyczne
moéwi nam, ze jego intensywnosé jest rowna prawdopodobieiistwu zbioru B. Jest
to co prawda proces sygnatowy z czasem dyskretnym a nie ciagltym, ale jesli B
jest zdarzeniem o bardzo malej mierze, to przyjmujac za nowa jednostke czasu
warto$¢ oczekiwana czasu powtorzenia (czyli odwrotnosé miary zbioru B — ten
zabieg nazywa sie normalizacjq) czas bedzie mial skoki tak drobne, ze bedziemy
mogli z pomijalnym btedem traktowaé go jako ciagly. Mozemy zatem zupelnie
sensownie zapytywacé o zjawiska przyciggania i odpychania w tym procesie, w
szczegbdlnosci o prawo serii.

Nas interesowaé beda specjalne zdarzenia zwane cylindrami. Ustalamy skoii-
czone rozbicie mierzalne P przestrzeni X. Rozbicie takie mozna interpretowacé
jako rozdzielczo$é z jaka obserwujemy ewolucje naszego uktadu dynamicznego.
Jesli kazdemu elementowi rozbicia przyporzadkujemy jeden symbol, to trajek-
toria kazdego punktu opisana bedzie przez nieskoniczony ciag symboli. Czesto
tak opisany uktad dynamiczny nazywamy procesem o skonczonej liczbie stanow
lub uktadem symbolicznym. W takim procesie cylindrem nazwiemy zdarzenie
polegajace na pojawieniu sie okreslonego skoriczonego tancucha znakoéow, czyli
tzw. bloku

B = (by,ba,...,by).

Inaczej méwiac, jest to klatka rozbicia poltaczonego
P =PVT Y P)V.-.- - vT " (P).

Oto6z wlasnie dla takich cylindrow udato nam sie udowodni¢ prawo serii przy
jednym jedynym (i jakze naturalnym) zalozeniu, ze nasz uklad dynamiczny
ma dodatnia entropie, czyli innymi stowy jest niedeterministyczny. Precyzyjne



sformulowanie obejmuje dwa twierdzenia, kazde z nich odpowiada jednemu z
postulatow w definicji prawa serii:

Twierdzenie 2.3. [D-L] Rozwazamy ergodyczny proces o skoticzonej liczbie sta-
now i dodatniej entropii. Wtedy maksymalna sita odpychania cylindra dtugosci
n zawierajgceego x (jako funkcja na X ) zbiega wedtug miary do zera.

Oznacza to, ze dla niemal kazdego (oprocz blokéw o lacznej mierze €) do-
statecznie dtugiego bloku B wykres dystrybuanty czasu oczekiwania na B lezy
ponizej funkcji 1 — e~ + €. Oznacza to, ze wszystkie te cylindry prawie nie
wykazuja odpychania (pomijajac mozliwe odpychanie z pewnych odlegtosci z
marginalnie mala sita). Przypomnijmy, ze brak odpychania stanowi pierwszy
postulat w definicji prawa serii.

Doszedlszy do takich wnioskéow zaczeliémy wraz z Yves’em Lacroix zasta-
nawiaé¢ sie (juz teraz celowo) nad postulatem drugim. Oczywiscie nie mozna
oczekiwaé, ze wszystkie procesy o dodatniej entropii beda wykazywaé przycia-
ganie dla jakich$ cylindrow. Jak juz wspomniatem, istnieje wiele proceséow, w
ktorych czas oczekiwania na wszystkie dlugie bloki jest niemal doktadnie wy-
ktadniczy. Udalo nam sie jednak udowodnié¢, ze procesy takie sa wyjatkowe w
(sensie kategorii Baire’a), i ze w typowym procesie dla wielu cylindrow bedziemy
obserwowaé przyciaganie i to bardzo silne.

W standardowej przestrzeni probabilistycznej rodzina wszystkich rozbi¢ mie-
rzalnych (modulo miara) o ustalonej licznosci m stanowi przestrzeri metryzo-
walna w sposéb zupelny, zatem jest sens moéwi¢ o wlasnosciach typowych w
sensie kategorii.

Twierdzenie 2.4. [D-L-L] Rozwazamy dowolny ergodyczny i nieokresowy teorio-
miarowy uktad dynamiczny (X, 2, u, T). Wtedy istnieje zbidr rezydualny (gesty
zbidr typu Gs) rozbi¢ o ustalonej liczebnosci m, ktdre generujq procesy o naste-
pujgcej wtasnosci:

o Istnieje zbior S C N o gdrnej gestosci 1 taki, ze dla dowolnego ¢ > 0 i
dostatecznie duzego n € S, dla dowolnego cylindra B dtugosci n, dystry-
buanta Fp czasu oczekiwania na B lezy ponizej prostej y = et.

Innymi stowy, w typowym procesie o m stanach, wszystkie cylindry wybra-
nych dlugosci n wykazuja silne przyciaganie, jak to wida¢ na ponizszym rysunku
dystrybuanty:
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Na osi czasu daje taki oto przebieg realizacji:



Znaczenie tych twierdzen zilustrujemy nastepujaca, nieco zabawna aneg-
dotka. Identycznym przykladem (jednak nie w kontekécie prawa serii, tylko
w celu zilustrowania co oznacza dodatnie prawdopodobieristwo) postuzy? sie
w swym eseju z roku 1909 Emil Borel. Wyobrazmy sobie malpe siedzaca przy
maszynie do pisania i bezmy$lne stukajaca w klawisze. Jest jasne, ze jesli by
da¢ jej nieskoriczenie wiele czasu, to kiedy$ napisze ona Hamleta (jak rowniez
wszelkie inne dzieta Shakespeare’a i wszelkich innych autoréw). Malo tego, na
mocy Twierdzenia Poincaré, Hamlet zostanie napisany nieskoriczenie wiele razy.
Mysl ta znana jest pod hastem Paradoze du singe savant czyli ,, paradoks wy-
ksztatconej malpy” (po angielsku przettumaczono to, niewiadomo dlaczego, jako
Infinite Monkey Theorem). Rzecz jasna, malpa symbolizuje tu generator losowy,
a nie zywa malpe. (Sama idea jest zreszta znacznie starsza i wywodzi sie jeszcze
od Arystotelesa, oczywiscie w jakiej$ innej wersji bez maszyny do pisania). My
mozemy uzupeli¢ my$l Borela o dodatkowy szczegdtl: poniewaz proces genero-
wany przez malpe nie bedzie doktadnie procesem Bernoulli’ego lecz jego wersja
zaburzona, mamy prawo przypuszczaé, ze wpadnie on do zbioru rezydualnego,
o ktorym moéwi Twierdzenie 2.4. Istnieja tez duze szanse na to, ze dtugosé Ham-
leta jest liczbg z wyrdznionego w tym twierdzeniu zbioru o gérnej gestosci 1. W
takim przypadku Hamlet bedzie wystepowaé¢ w tej pisaninie bardzo wyraznymi
seriami, wbrew intuicji, wedlug ktorej jego wystapienia powinny tworzyé proces
Poissona.

Inna sprawa to skala czasu, w ktorej cokolwiek bedzie mozna zaobserwowac.
Odstepy czasu miedzy wystapieniami Hamleta nawet wewnatrz takiej serii moga
wynosi¢ po kilka milionéw lat...

Widzimy wiec, ze nasze Ergodyczne Prawo Serii moze wyjasniaé¢ powstawa-
nie serii nawet w procesach, ktére uwazamy za niezalezne. W rzeczywistosci nie
ma bowiem proceséw idealnie Bernoulli’ego czy idealnie Poissona. Wszelkie pro-
cesy sa zaburzone i dlatego moga podpadaé pod kategorie proceséow typowych,
czyli nalezacych do ustalonego zbioru rezydualnego. Latwo wyobrazié¢ sobie za-
stosowania tych twierdzen w teorii informacji, transmisji danych, genetyce i w
wielu innych dziedzinach, gdzie mamy do czynienia z naprawde dtugimi ciagami
znakéw. W oczywisty sposob nie stosuja sie one jednak do zjawisk takich, jak
powtarzanie sie jakiegos nazwiska czy tez wygrywajacej kombinacji w totolotku
(sa to bardzo krotkie ciagi znakow). Tym bardziej nie stosuja sie one do zda-
rzen, ktore w ogole nie maja formy taricucha znakéw. Ponadto nasze twierdzenia
dotycza powtorzen zdarzen identycznych, a nie jedynie podobnych, jak to ma
miejsce w przypadku przystowiowych nieszczesé chodzacych parami. W ostat-
nich latach uzyskaliémy co prawda dodatkowe wyniki w przypadku powtorzeri
zdarzen podobnych, ale nadal podobienstwo to dotyczy cylindréw nad bardzo
dtugimi blokami. Jest to cze$¢ doktoratu pani Pauliny Grzegorek (zob. [D-G-L]),
tutaj jednak nie bedziemy tego tematu rozwijac.
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3 Szkic dowodu

Postaramy sie teraz bardzo szkicowo przedstawié¢ idee dowodu Twierdzenia
2.3. Ustalamy blok B duzej dltugosci n i podzielimy go na dwie czesci: B = AC,
gdzie A ma dhugosé ng , a C ma dhugosé r, przy czym ng >> r. Obserwujemy
najpierw proces wystapien bloku A:

bloku A:

Bloki X (X, rzecz jasna, oznacza tu blok zmienny) tworza tzw. proces indu-
kowany na zbiorze A przez rozbicie P". Pierwszym, najistotniejszym i naj-
trudniejszym krokiem dowodu jest wykazanie, ze proces ten jest e-niezalezny
(wewnetrznie) jak rowniez e-niezalezny od procesu wystapien bloku A, gdzie €
mozna uczyni¢ dowolnie matym poprzez dobér dostatecznie duzej dltugosci ng
bloku A (w tej czeSci dowodu diugosé r nie jest istotna i mozna przyjaé po
prostu r = 1). Wrocimy do tego za chwile.

Druga czes$é rozumowania jest znacznie tatwiejsza. Przypusémy, ze mamy
udowodnione powyzsze e-niezaleznosci. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze sa to
niezaleznosci pelne. Na poczatek rozmiescimy bloki A w réwnych odstepach
(zachowujac intensywnosé):

i teraz wsrod blokéw X poszukajmy blokoéw C. Poniewaz proces ukrywajacy sie
pod X-ami jest niezalezny, wiec blok C wystapi tam tak, jak w procesie Ber-
noullie’go, tyle tylko, ze jednostka czasu bedzie teraz odstep miedzy blokami A.
Czas oczekiwania na sukces w procesie Bernoulli’ego ma rozklad geometryczny,
i jesli prawdopodobienistwo sukcesu jest bardzo male, to mozemy z niewielkim
bledem przyjaé, ze jest to rozklad wyktadniczy. To, ze prawdopodobieiistwo wy-
stapienia C bezposrednio po bloku A jest male, uzyskujemy przez wczesniejszy
dobor dostatecznie duzego parametru r. W tym miejscu musimy skorzystaé z
tego, ze entropia procesu jest dodatnia; te szczegdly sa dosé techniczne i pomi-
niemy je. Zatem w tej sytuacji czas oczekiwania na blok B = AC ma rozktad
(niemal) wyktadniczy.

Jednakze w rzeczywistosci bloki A rozmieszczone sa inaczej wzdhuz osi czasu
(przy zachowaniu intensywnosci). Rozmieszczenie w rownych odstepach czasu
modeluje maksymalne mozliwe odpychanie, czyli maksymalnie wysoko przebie-
gajaca dystrybuante czasu oczekiwania na A (jest to funkcja na rysunku):
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Kazde inne rozmieszczenie moze wiec jedynie obnizyé dystrybuante czasu
oczekiwania na A. Teraz nastepuje niezwykle elementarny rachuneczek na dys-
trybuantach, ktorego wynik jest intuicyjnie tak oczywisty, ze nie bedziemy go
przytaczaé: obnizenie dystrybuanty dla bloku A moze mie¢ wytacznie jeden sku-
tek: obnizenie dystrybuanty dla bloku B = AC. (W tym rachunku istotna jest
niezaleznosé¢ procesu X-6w od procesu pojawien sie bloku A). Tak wiec skoro
w przypadku maksymalnym dystrybuanta czasu oczekiwania na B byla mniej
wiecej wyktadnicza, to w kazdym innym przypadku bedzie ona lezeé¢ ponizej
dystrybuanty wykladniczej (plus €). To koriczy dowdd Twierdzenia 2.3 modulo
fakty o e-niezaleznosci.

W dowodach e-niezaleznosci podstawowym narzedziem jest entropia. Entro-
pia skoriczonego rozbicia P jest zadana wzorem:

H(P) =~ n(A)log(u(A)).

AcP

Majac dwa rozbicia P i Q entropie warunkowsa zdefiniujemy wzorem
H(P|Q)=H(PVQ)—H(Q).

Majac pod-sigma-cialo F C 2 entropie warunkowa H(P|F) definiujemy jako
granice H(P|Q,), gdzie Q, jest rosnacym (w sensie rozdrabniania) ciggiem
rozbi¢ §-mierzalnych generujacych §.

Dla nas istotne beda nastepujace fakty dotyczace entropii:

1. Dla dowolnej pary rozbi¢ P, Q i sigma-ciata § zachodzi wzor
H(PIQVE) =Y wA)HA(P|VF),
AcQ

gdzie H 4 oznacza entropie liczona wzgledem unormowanej miary warun-
kowej na A.

2. Rozbicie P jest e-niezalezne od sigma-ciata § jesli
(a niezalezne, gdy H(P|F) = H(P)).

3. Rozbicia P71 (zadane przez odpowiednie wspolrzedne ujemne) gene-
ruja sigma-cialo P~ = P2~ zwane przeszloscia procesu, zatem en-
tropie warunkowe H(P|P="~1) zbiegaja po n do entropii warunkowej
H(P|P~) zwana entropia procesu.

4. Proces generowany przez rozbicie P nazywamy procesem (wewnetrznie)
e-niezaleznym jesli rozbicie P jest e-niezalezne od przeszlosci procesu P,
czyli gdy H(P|P~) > H(P) — e. Interpretujemy to tak, ze symbol na
wspoélrzednej zerowej mato zalezy od poprzedzajacych symboli.
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My chcemy wykazaé¢ wewnetrzng e-niezaleznos$é procesu generowanego przez
P (w tym rozumowaniu przyjmujemy r = 1) indukowanego na dtugim cylindrze
A. Musimy wiec postugiwaé sie mara warunkowa na A. Wystarczy wykazaé, ze

Ha(PIP™) > Ha(P) — e

(Przesztos¢ procesu indukowanego jest sigma-cialem zawartym w przeszlosci
pelnego procesu, dlatego odpowiednia entropia warunkowa bedzie pomiedzy
prawa a lewa w strona powyzszej nieréwnosci.)

Znajdujemy ng tak duze, by entropia warunkowa H(P|Pl="0-~1]) roznita sie
od granicznej H(P|P~) o mniej niz 2. Wtedy piszemy

H(P[P~)=H(PIPL™ Ivpr)= 37 u(A)HA(PIP),
Aepl-no,—1]
i to jest tylko o €2 mniej niz
HP|PIro=y = N u(A)Ha(P).
Aepl-no,—1]

7 drugiej strony, kazdy wyraz pierwszej sumy jest mniejszy rowny od odpowied-
niego wyrazu sumy dolnej. Z tego w oczywisty sposoéb wynika, ze nieréwnosé

HA(P|P™) < Ha(P) —€

moze by¢ spelniona na zbiorach A o tacznej mierze co najwyzej e. Na pozostalych
zbiorach A (czyli na wiekszosci cylindrow dlugosci ng) mamy

HA(P|P™) > Ha(P) — ¢,

a to jest zadana e-niezaleznosé.

Najtrudniejsza czes¢ dowodu dotyczy e-niezaleznosci powyzszego procesu in-
dukowanego od procesu pojawien sie bloku A. Jest to rozumowanie zbyt zawite
by przytacza¢ tutaj jakiekolwiek szczegoély. Na tym wiec pozwolimy sobie za-
koniczyé ten szkic.

Na bazie wyktadu na Forum Matematykow Polskich, Olsztyn 2010
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