MAP1142 — ANALIZA MATEMATYCZNA 1.1A
Listy zadan

Lista 1

1.1. Czy podane wypowiedzi sa zdaniami w logice? Jesli sg, to podaé ich warto$¢ logiczna:

a) ,Amsterdam jest stolica Holandii”; b) ,liczba 123888 jest podzielna przez 8”; c) ,a® + b* = ¢*7;
d) ,tréjkat o bokach 3, 4, 5 jest ostrokatny”; e) ,2° > 327; f) ,A = b2 —dac”.

1.2. Napisa¢ zaprzeczenia zdan:

a) ,jem $niadanie i stucham radia”; b) ,kwadrat nie jest pieciokatem”;

c) ,stolica Polski jest Gniezno lub Wroclaw”; d) ,jesli jutro bedzie cieplo, to pdjde na basen”;
e) ,liczba jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 3”.

1.3. Oceni¢ prawdziwosé zdan zlozonych:

a) ,nieprawda, ze funkcja f(z) = z? jest rosnaca na R”;

b) ,(—1)* = —1 lub 2008 jest liczba parzysta”;

c) ,funkcja g(z) = sinx jest okresowa, a funkcja f(x) = 3% nieparzysta”;

d) ,jezeli Piotr jest synem Tadeusza, to Tadeusz jest starszy od Piotra”;

e) ,liczba 13579 jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy suma 1+ 3+ 547+ 9 jest podzielna przez 9”.

1.4. Czy podane funkcje zdaniowe sg prawami logicznymi:

a) ~(pVqg) = [(-p) A (=9)]; b)p=[(gN—q) =7]; ) (p=q) < I[(-p)Vdq]; d)[pA(=q)]VI[(-p)Ag]?
1.5. Zbiory okreslone za pomoca formy zdaniowej zapisa¢ w prostszej postaci:

a) {:c eR:z?= 4}; b) {n € N : liczba n? — n jest parzysta};

){zeR:(x<3)V(z=25H)} d) {n € N:n jest podzielne przez 5};

e) {zeR: (z>0)= (2*>0)}; f){(z,9,2):2,y,2€ N A a<y<z A ayz=16}.

1.6. Podaé przyktady warunkéw, ktore spetniaja tylko elementy zbioréw:

a) [-1,7]; b) {tréjkat réwnoboczny, kwadrat}; c) {2,4,6,...};
11111
d <=, =, -, =, —,... 03 1} U [2,3]; f) {—1,1,-3,3,-5,5,—15,15}.
{3asrmf @k ) {11,733, 5,5, 15,15)
1.7. Zbadaé, czy podane formy zdaniowe z kwantyfikatorami sa prawdziwe:
: — 1. 2 . 2 2 _ (-
a)\/sm:z:—E, b)/\x + 4z +3 > 0; c)/\\/x—y = 0;
xER x€ER zeRyeR
T
d)\/ /\xy:(); e)/\/\(yéa:)\/(y>:1:); f)/\ V!xe(—§,§)Atgx:y.
yeER zeR reR yeR yeER zeR

1.8. Dla podanych par zbioréw A, B C R wyznaczyé AUB, ANB, A\ B, B\ A, A°, B°, AAB:
a) A=(0,5), B=][0,7]; b) A= (-00,3), B=][-1,00);

c) A={1,2}, B={1,2,3,4}; d) A=N, B={2n:neN}.

Wskazaé te pary A, B, dla ktorych A C B.

1.9. Wyznaczy¢ wszystkie podzbiory zbioru {O, A, O}.

1.10. Ktora z relacji A C B, czy B C A zachodzi, gdy:

a) AU B = A; b) AUB C 4; c) A\ B = 4; d) BC AnB?



Lista 2

2.1. Okresli¢ i narysowaé dziedziny funkcji:

a) f(I):ﬁH; b) f(I):;Q—ﬁl; c) f(z) = V16 — 22;
d) f(z) = V=@ + 3" ) f(r) = —; 0 ) = ot

2.2. Okresli¢ funkcje ztozone fo f, fog, go f, gog oraz podaé ich dziedziny, jezeli:

) fla) = . 9la) = a* b) (@) = V&, glo) = a*

&) J(a) = —. 9la) = —;

2.3. Uzasadnié, ze zlozenie funkcji:

d) f(z) = |z|, g(z) =Va+1.

a) rosnacych jest funkcja rosnaca;
b) rosnagcej i malejacej jest funkcja malejaca;

c) malejacych jest funkcja rosnaca.

2.4. Znalez¢ funkcje f i g takie, ze h = f o g, jezeli:

24920 +1

a) h(z) = z2: b) h(x) = 2t + 222 — 2; c) h(z) = %;
x|+ 1 rz+1 22
@ o) = 5 ) hia) = [ ) hiw) = 27"

Czy funkcje f i g sa wyznaczone jednoznacznie?

2.5. Uzasadnié, ze podane funkcje sa réoznowartosciowe na wskazanych zbiorach:
1

a) fa) =20 -3, B b) () ==, R\ {0} ©) f@) =", [0,00);
d) f2) = 212, (2,00) &) f(a)=vF—3, [0,00) ) () =2 - V&, [i,oo)

2.6. Korzystajac z wykresu funkcji y = v/x naszkicowaé wykresy funkcji:

a)y=vr-2 b) y = 2v/x; ) y=v2-u
d) y =2—x; e)y=1+x; fly=1-Va+1.
2.7. Znalez¢ funkcje odwrotne do funkcji:
a) f(:v)zi—i; b) f(z) =3 — Va +2; c) f(x) = 2% sgnuz;
— 2 dla = <0, oz—1. _ 5.
d)f(x):{2+xdlax>0; &) fla) =2, f) fa) =47
g) f(x) = log(z + 2); h) f(z) = logy 2; i) f(x) = log) (z + 1).
Lista 3

3.1. Korzystajac z wykresu funkcji y = sinx naszkicowa¢ wykresy funkcji:

a)y:s1n2x, b)y:sln%, c)y251n($+£)7
: 1. . T
d) y=1+sinz; e)y2551nx—1; f)yzsm2(x—g).

3.2. Naszkicowaé wykresy funkcji:

1
a)y—sinx—‘§sinx; b)y:l—l—ctg(:z:—i—g); c)y=tgz+|tgx|; d)y=[tgx|ctga.



3.3. Korzystajac ze wzoréow redukcyjnych zapisa¢ podane wyrazenia w postaci funkcji trygonometrycznych kata

aE(O,g):
a)sm<3§_a>; b)cos<57”+a); Q) ts(m—); d) cta (2 +a).

3.4. Uzasadnié¢ tozsamosci trygonometryczne:

l+tga .4 4 Lo
a) ———— =tga; b) s cos” o = 1——sin” 2q; c)t ctga = ;
)1+ctga & ) sin ot “ g S A% ) tgatctga sin 2a’
1—
d) tgg = ﬂ; e) sin a—cos* o = sin® a—cos? o f) —cosa =sinatga.
2 sin o cos o

Dla jakich katow « sa one prawdziwe?

3.5. Obliczy¢ wartosci wyrazen:

1 1
a) tg <arc cos 5) ; b) ctg (arc sin §) ; c) sin (arc sin g + arcsin %) ; d*) sin (arctg 1 + arctg 2).
3.6. Funkcje odwrotne do podanych zapisaé¢ przy pomocy funkcji cyklometrycznych:
3
a) f(z) =sinz, z € [g,g}, b) f(z) = cosz, x € [, 27];
3 7
C) f(x)ztg:v,:ve _77_5 ) d) f((E):Ctg,CC,ZCE(ﬂ',27T).

Naszkicowaé¢ wykresy otrzymanych funkcji odwrotnych.

Lista 4

4.1. Zbadaé, czy podane ciagi sa ograniczone z dotu, z géry, sa ograniczone:

a) = T b) an = VI T T Q) o= ot
d) ap =Vn+8-Vn+3; e)an=%ﬂ+%+2+...+4nin; f) a, =2" — 3",
4.2. Zbadaé, czy podane ciggi sa monotoniczne od pewnego miejsca:

a)an:?—j;; b)an:nzLH; C)an:%;

d)an:m; e)an:%; f)an:\/TLQ——I—l—n.

4.3. Korzystajac z definicji granicy wlasciwej lub niewladciwej ciagu uzasadnié¢ réwnosci:

3 — 2 1 2 1
a) lim > = _1; b) lim =21 o ¢) lim 20 FL o
1
d) lim T E 0; e) lim logy(n + 3) = oo; f) lim (10 — ¢/n) = —oc.
4.4. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic ciaggdéw obliczy¢ granice:
3n—1 n+1 nd +2n? +1
li ; b) lim ——; lim ——;
a)nLHgO n+4’ )HLII;O2’I’L2+17 C)nLHgO n—3n3 "’
(n20 +2)° 143+4...+(2n—1) 5" — 4n
d) lim ———5; li ; f) lim ———;
) Jim (1% B B FE R T
2
+1)n!+1
g) nhj&%; h) lim (\/n2+4n+1—\/n2+2n); i) nlLIr;O< n+6\/ﬁ+1—\/ﬁ>.

4.5. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach znalez¢ granice:



a) lim M; b) lim M; c) lim V3 +sinn;

.1 2 3 e , ! L Ly,
d) fim {5t E T e) Jim Vn2m+1; f)nlinéo<n2+1+n2+2+"'+n2+n)’
Ln\/ﬂ 3n + 27 12
li : h) lim §/>——, i) Lim "3+ 4ntL,
g) lim |nv3]’ ) {5 ), i

4.6. Korzystajac z definicji liczby e oraz z twierdzenia o granicy podciagu obliczy¢ granice:

3n—2 15n n
1 5 2 3
a) lim (1+5> ; b) Jim (5211) ; c) Jim, (zmil) ;
2
n+4\°"" n? " 3n+2\" /5n+3\"
d) li ; li —_ ; f) 1 . :
) Jim, (n—|—3) ’ ¢ lm (n2+1 ’ ). 1\ s 30+ 1
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5.1. Korzystajac z twierdzenia o dwéch ciagach znalezé granice:

a) lim V/n" 4+ 5; b) lim (4" + (-3)"); c) lim (sinn—2)n?;

n—oo n—oo

1 1\" \" 11 1
d) L —4— —— ; li > —10n°+1); f) 1 — 4 —=+...+— ).
MLH;O[(gm) (5 n) } ) Jim (w—10n°+1); >nLH;o(ﬁ+ﬁ+ wﬁ)

5.2. Korzystajac z twierdzenia o granicach niewlasciwych ciagdéw obliczyé granice:
2
n“ 41

a) lim ; b) lim (n*—3n® —2n® - 1); c) lim (1+2"—3");
n—oo n n—oo n—oo
" 1-— 1)! n
d) lim (221) . e) lim L=t D! M) lim (V3-cos™)"s
n—00 2n n—oo  nl4+2 n—00 n
t 1 tg 2"
g) lim ——8". h) lim nt : i) lim 282
n—oo arcctgn n—oon [hl(n +1)—In n} n—oo 27

5.3. Korzystajac z definicji Heinego granicy wlasciwej lub niewlasciwej funkcji uzasadnié réwnosci:

sin® z

a) lim(z —2)° = 1; b) lim =0; ) lim |z] = —4;
r— T— T T——T
d) 1im+ sgn(cosz) = —1; e) lim3 Va2 —9=0: f) lim (3°+1)=1;
T— 5 r——3" T——00
1247 . 1 “ . 3—z
R N T = R e T

5.4. Wskazujac odpowiednie dwa ciagi uzasadnié, ze podane granice nie istnieja:
2
x

R Py ) Jim [=7); ©) [l sin v
. 1 . sgnz .
d) Ilgé{ cos~35 e) mhi% m; f) ;lll»qf) (z—[z]).

5.5. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic funkcji obliczy¢ granice:

2 -1 . x2—4 . T+ Jx

L b) Iy r % €) lim —7—
| A | .z —5x+4
d):ll—>mlx4—17 e)all—>mll—5527 f)mlggo x(x—5)
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6.1. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic funkcji obliczy¢ granice (cd.):

Ve—2-2 Jr—4 Vitr—1-x

8) lim — —5— h) Jim, ETE i) finy 2 7
V1+ 22 27 41
'1'(21); k) lim Y- 2. ) i ,
) Jim (Va?+ltao ) fim o= ) Jim s
tg?x+1 in? 1
m) lim & IHL n) lim S, o) lim (tgx_ )
t—Z- tg“r+5 t—01 —cosx z—3 cos T
6.2. Zbadac, obliczajac granice jednostronne, czy istnieja granice:
1 2
e —4
a) li ; b) lim 2% ; c) li '
) lim & sgna; ) lim 27 ) lim Pk
d) lim sgn [z (1—2%)]; e) lim Lz, f) lim arctgl
r——1 ’ x—0 X ’ x—0 I'

6.3. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach uzasadni¢ réwnosci:

. 1 . 3 1 . .
e) Ig%l+ Vx cos poi 0; a) i%:zr arctg i 0; d) iILHQ |z] sin(zm) = 0;
. 277 4+ sinx . 24sinz . x +sin? x
) I o eoss U f) Jm —5— =0 g) lim e =0
3e*|+2 3 1 1
h) Ilggo t?;ij::_—l =3 i) :PL% z? EJ =0; i) Ilingo [sin (x—i— E) —sin:z:] = 0.
6.4. Korzystajac z twierdzenia o dwoch funkcjach uzasadnié¢ réwnosci:
1
2 2 + sin —
+1 1
a) lim [ J = 00; b) lim 7255 = 00; c) lim (3 — cos —> ctgr = —o0.
T—00 \_‘TJ x—0 x x—0— x

6.5. Korzystajac z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych obliczyé¢ granice:

x
2 sin — tg —
3
a) lim 2= 2%, b) lim — 2 c) lim —Z;
x—0 :172 x—0 sin f T—00 t 2
3 &7
in 2 1 3z — 7
d) lim w; e) lim 2”arctg —; f) lim w;
z—0 arctgx T—00 x z—0 x2
dr 1 In(1+ ¢
g) lim COS5$; ime, : i) lim n ( +\/E);
z—Z cos 3x z—0 sin2x z—0 T
In(1+ 2% 27 — 1 %
j) IE@W%; k) lim e 1) Jiny (1+22)
2x—1 3 6
1 : 3N —_ 1=
m) lim (1+ —) ; m) lim [1 + tg(22)]°®%; 0) lim Y27 y
T—00 x -+ 2 z—0 z—0 x
6.6. Znalez¢ asymptoty pionowe i ukosne funkcji:
3+ 22 3 1— 22
=z . b - . _ .
a) f(@) = Sy ) @) = e Q) fla) = —"
z—3 V1+ 22 1
d = - r- = . f — .
) fe) = = &) fla) = ) @) =
. .2
sin x sin” x )
8) /() = = h) f() = 2 i) f(z) = 2 — arctgz.
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7.1. Narysowaé¢ wykresy funkcji spetniajacych wszystkie podane warunki:
a) lim f(z) =00, lim f(z)=1, f(2)=0, lim f(z)=-1;
T——00 x—0— T— 00

r—00

b) lim f(x)=e, lim2 f(z) =0, funkcja f jest parzysta;

c) prosta y = 2+ 1 jest asymptota ukos$ng funkcji f w —oo, prosta y =  — 1 asymptota uko$na w oo, a prosta

x = 0 jest jej asymptota pionowa obustronna;
d) lim f(z) =0, lim f(z) =3, lim f(z) = —oc;

e) lim f(z) = oo, h%l, f(z) = —o0, lirél+ f(z) =1, lim f(x)=>5;

f) lm f(x)=—4, lim f()=oo, lim f(z)=4

g) lim1 f(z) = oo, 111% f(z) =0, funkcja f jest okresowa i ma okres T' = 3;
h) lim f(z) =4, lim1 f(z) = oo, funkcja f jest nieparzysta.

Na rysunkach wskazaé fragmenty wykresow spelniajace poszczegdlne warunki.

7.2. Dobra¢ parametry a,b € R tak, aby podane funkcje byty ciagle na R:
a ar?+1 dla < —1,
a)f(a:)_{E“ dla @ < -1, b) f(z)=4{ 20  dla —1<z<0,
b—2z dla z> -1 2+ bz dla x> 0;

. T
) f(z) sime - dla o] > 2’ d) f(x) {x2+ax+b dla |z] <2,
c) f(z) = ) =

az +b dla |z < g; 2vVa? =4 dla |z > 2;

asinz + beosz dla |z| > g, bx dla z <,
e) flw) = x D)= sinz

1+tgx dla |z| < vE o dla =z > 7.

7.3. Okresli¢ rodzaje nieciaglosci funkeji w punkcie a (jezeli istnieja) dla funkcji o podanych wykresach:

a) y | b) y c) y
i y=F(z) N) / y=1(z)
.\ B B

d) y e) y | f) y
i y=f(z)
44 i\ve J /TN
a z a% I z a z

7.4. Wyznaczy¢ punkty nieciggloaci podanych funkcji i okreslié rodzaj tej nieciaglosci:



T+ 2 )

Frory WAL L 2 dla e (0,1)U(L00)
o T T arctg — dla z # 0, az € (0, ,00),
a) f(z) =4 g dlaz—1, ) fl)={ B B0 ) = 8 T
0 dla z = 0; 3 dla 7 = 1:

1 dla z = 2; ;

|I|+Idla #0 1 cosldlax;é()

- 2 x ) - - )
d) f(2) ={ a2 e) /() = sgn [2(x —1)]; f) f2) = z

0 dla x = 0; 0 dla x = 0.
7.5. Uzasadnié, ze podane réwnania maja jednoznaczne rozwiazania we wskazanych przedzialach:

5 .
a) 2% + 62 —2=0, [0,1]; b) zsinz = 7, {2737”}; c)1=S”2“E+x, [O,g};
1

d) 2% +2-1=0, [5,1]; e) 3*+xz =3, [0,1]; f) 227 =1, [0,1].

Wyznaczy¢ rozwiazania réwnania a) 0.125.
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8.1. Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw uzasadnié, ze podane zagadnienia ekstre-
malne majg rozwiazania:

a) wérdd stozkéw wpisanych w kule o promieniu r istnieje ten, ktéry ma najwieksza objetosé;

b) wéréd tréjkatéw prostokatnych wpisanych w koto o promieniu r istnieje ten, ktéry ma najwiekszy obwdd,;
c) wérdd prostokatéw wpisanych w tréjkat réwnoboczny o boku a istnieje ten, ktéry ma najwieksze pole (zalozyé,
ze dwa wierzchotki prostokata naleza do ustalonego boku tréjkata).

8.2. Korzystajac z definicji zbadaé, czy istnieja pochodne podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f@) =le—1, s =1;  b) f(&) =20 —|al,zo=0; ) f(z) =z —nf sinz, zp =
™
i — 1
z? dla =<2, sinz dla < 2’ z?arctg— dla z #0
) /() = { e S e )= 2 8= By Aol
a x> 2 1 dla z > —, 0 dla z =0,
,TO:Q; ,Tozg; LL‘QZO.
Naszkicowaé wykresy funkcji a), b), d) i e).
8.3. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne funkcji:
1
a) f(z) = 2* — 3z, gdzie v € R; b) f(z) = P gdzie x # —1;
x
) f(z) =V, gdzie z > 0; d) f(z) = tgz, gdzie x # g + kr dla k € Z.

8.4. Badajac pochodne jednostronne rozstrzygnac, czy istnieja pochodne podanych funkcji we wskazanych
punktach:

a) f(z) =[2* 2|, xo=1; b) f(z) = sinz - sgn(z), zo=0;
7r
tgzr dla —= <z <0, x(x —1)
c) f(z) = . 2 s z9 = 0; d) f(x) = D) dla z <1, xo = 1.
sinz dla O<x<§, V-1 da z>1,

Naszkicowaé¢ wykresy tych funkcji.
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9.1. Zbadad, czy podane funkcje maja pochodne niewlasciwe w punkcie z¢g = 0:

a) f(z) =3~ Vx; b) f(z) = tg Vz;
c) f(x) =+/|sinz|; d) f(ac)z\/|:v|+\/ﬂ.

7




9.2. Korzystajac z regul rézniczkowania obliczyé pochodne funkcji:

249 z+1
T ; b) y = 3cosx + tg z; c)yze, ;
z—1 sinx

1
d)y= <x3+ﬁ> e’; e) y = (1+ V) tg (V); f) y = e arctgx;
g) y=In(sin’z +1); h) y = /arcsin (z2?); i)y =e;

a)y =

sin®
i)y:;oﬂ; Dy=at" k) y= V.
9.3. Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej obliczy¢ f~! (v0), jezeli:
a) f(z)=z+Inz, yo=e+1; b) f(z) = cosz — 3z, yo =1,
c) flz) = Vo + v+ vz, yo=3; d) f(x) =2% +3% yo =4
9.4. Obliczy¢ f/, f”, f" funkcji:
a) f(z) = 42" — 52> 4 2ux; b) f(:c)::v3—§; c) f(x)z%;
d) f(z) = arctgz; e) f(x) =sin® z + cos® x; f) f(z) = 2° Ina.
9.5. Napisaé¢ réwnania stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punktach:
a) f(x) = arcsin g, (1, f(1)); b) /() = In (a* +¢) . (0.5(0)) ¢) f) = =7, (£.4(3))
Q) J@0) =VIFL (IO &= (VES(VE)): 0 S = TR ()

Lista 10

10.1.
a) Napisa¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = 2% — 2z +5, ktéra jest réwnolegla do prostej y = 2z + 3.

b) Znalez¢ styczna do wykresu funkcji f(z) = /z, ktéra tworzy kat g z dodatnia czescia osi Ox.
c) Wyznaczy¢ réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = z lnx, ktéra jest prostopadla do prostej 2z+6y—1 =
0.
1
d) Znalezé réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = z arctg —, w punkcie jego przeciecia z prosta ma = 4y.
x

e) Wyznaczy¢ réwnanie prostej, ktéra jest wspélna styczna wykreséw funkcji f(z) = 2% 1 g(z) = (z — 2)® + 4.

10.2.
a) Obliczy¢ katy, pod jakimi przecinaja sie wykresy funkeji:
2
i) (@) = o, gle) = V7w > 0 i) f@) =4, g(r) =4~ T2 >0
1
iii) f(z) = = g(z) =Vz,x>0; iv) f(z) =tgw, g(z) =ctgr, 0 <z < g

b) Dla jakich wartosci parametru a € R, wykresy funkcji y = e®”, y = e * przetna si¢ pod katem prostym?

10.3. Korzystajac z rozniczki funkcji obliczy¢ przyblizone wartosci wyrazen:

1 2001

V/7.999; b) ——; In —;
%) ! ) Jios ) 1" S000°
d) 1n0.9993; e) %04 f) arccos0.499;

1 2 .

&) T 53 h) s i) In (0.2 + I+ 0.04).

— +sin —

2 200



a) Fragment terenu ma ksztalt tréjkata réwnoramiennego o boku b = 200 m. Kat przy wierzchotku tego tréj-
kata, zmierzony z doktadnoscia 0.01 rad wynosi g 7 jaka w przyblizeniu doktadnoscia mozna obliczy¢ pole tego
terenu?

b) Objetosé kulki metalowej, wyznaczona z doktadnoécia 1 cm?, wynosi 367 cm?. Z jaka w przyblizeniu doklad-
noscia mozna obliczyé $rednice tej kuli?

¢) Do szybu puszczono swobodnie kamien i zmierzono czas jego spadania z doktadnoscia 0.1s. Z jaka w przy-
blizeniu dokladno$cia mozna wyznaczy¢ glebokosé sztolni, jezeli czas spadania kamienia wynidst 4.1s? Przyjacé
g=9.8m/s?.

d) Srednica kuli zmierzona z dokladnoscig 0.1 mm wynosi 21.7 mm. Z jaka w przyblizeniu dokladnoscia mozna
obliczy¢ objetosé tej kuli?

e) Przekatna sze$cianu zmierzona z dokladnos$cia 1 mm wynosi 14.3 cm. Z jaka w przyblizeniu dokladnoscia
mozna obliczy¢ pole powierzchni catkowitej tego szescianu?

f) W biegu na 100 m czas mierzy sie z dokladno$cia 0.01 s. Z jaka w przyblizeniu dokladno$cia mozna obliczyé
$rednia predkos¢ zawodniczki, jesli uzyskata ona czas 12.50 s?

10.5. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a uzasadni¢ podane nieréwnosci:
a) |larctgr —arctgy| < |z —y| dlaz,y €R; b) ln— <y—z dlal<z<uy;

c)x<arcsin:v<Ldla 0<z<1l; d)e® >exr dla z>1

Vi
Lista 11

11.1. Napisaé wzory Taylora z resztg Lagrange’a dla podanych funkcji f, punktéw xy oraz n :

a) f(z) =2 x9 = —1, n = 4; b) f(x) = 1 ,xo=1,n=2; c) f(x) =sin2x, g =m, n =3;

d) f(x) =e™*, 20 =0,n=5; e)f():lxo—Q n=3; f) f(z)=Inz, xg =€, n =4.

11.2. Napisa¢ wzory Maclaurina z n-ta reszta Lagrange’a dla funkcji:

a) f(z) =sin~

2 R b) f(z) = chz, Rp; c) f(z) = cosz, Rn; d) f(z) = :7 R,

11.3. Oszacowa¢ dokladnosci podanych wzoréw przyblizonych na wskazanych przedziatach:

a) tgx =~ x, |:1:|<%; b) cos’z ~ 1 — 22, |z|<0.1;

r oz’ 2 2P
c)\/l—l—le—l-i—g |z| < 0.25; d)ln(l—x)z—a:—?—?, |z] < 0.1.
11.4. Stosujac wzor Maclaurina obliczy¢:

1
a) — z dokladnoscig 1073; b) V/0.997 z doktadnoécia 1073;
e
c) In1.1 z doktadnoscia 10~%; d) sin 0.1 z doktadnoscia 107°.
11.5. Korzystajac z reguty de L’Hospitala obliczy¢ granice:
7r
Insin -z
In(27+1 t
a) Tim 22D, b) Tim — 2. ¢) lim £ OB
T—00 xT r—1 Inz z—0 2
20— 10249 . Incosx .
d) Jim ¢) I osas f) lim warcctg
1
g) mli)no1+ xlnx; h) hm (7 —x) tgg i) wlgél (E — ctg :v) ;
1
i) lirr%)(cos )" k) lim (— arctg x) ) lim (1+ )™
r—> T—00 x—0

Lista 12

12.1. Znalezé przedzialy monotonicznosci funkcji:




3 2 at 2 2 1
a) f(z) = o° — 302" + 225x; b) f(:r)zz—?—x; c) f(:r):4:r+§;
3
d) J(@) = 5= e) /() = - 3V/a ) f(2) = ae™";
) f@) = ol ) f) = ) f) = —
& N ' ~ Inz’ zlng’
12.2. Uzasadni¢ tozsamosci:
T , x
a) arctgz + arcctgx = 3 dla z € R; b) arcsin o 2arctgz dla z € (—1,1);
c) arctgr = T _arct 1oz dla z € (-1, 00); d) arcsinz = arct — 2L daze (-1,1)
g - 4 g 1 +x 9 ’ - g m ) .
12.3. Znalez¢ wszystkie ekstrema lokalne funkcji:
s 1 22? — 1
a) f(x) = o — 42, b) f(r) =+ 0 fr) =21,
1
@) fla) = 5 ) f(x) = v ) £(x) = [~ 52— 6]

g) f(z) =zlnx; h) f(z) = 3z — a3; i) f(z) =2arctgz —In (14 2%).

12.4. Znalez¢é wartosci najmniejsze i najwieksze podanych funkcji na wskazanych przedzialach:

a) u(z) = 22° — 152% + 36z, [1,5]; b) v(z) = arctg %, [0,1];
c) w(z) = (z— 3)26|m|, [—1,4]; d) z(x)=1- |9 - xQ} , [-5,1];
e) g(z) =z — 2z, [0,5]; f) h(z) = 2sinx + sin 2z, [O, gﬂ':| )

Lista 13

13.1. a) Platforma wiertnicza jest zakotwiczona na morzu 10 km od brzegu. Ropa z tej platformy bedzie
dostarczana rurociagiem do rafinerii potozonej nad brzegiem morza, 16 km od punktu brzegu najblizszego
platformie. Koszt ulozenia 1 km rurociaggu na dnie morza wynosi 200 000 euro, a na ladzie — 100 000 euro. Do
ktérego miejsca na brzegu nalezy doprowadzi¢ rurociag, aby koszt jego budowy byt najmniejszy?

x N Rafineria
16 km .

b) Jaka powinna by¢ miara kata « przy wierzcholku tréjkata réwnoramiennego o danym polu, aby promien
kota r wpisanego w ten tréjkat byl najwigkszy?

c) Prostopadloscienny kontener ma mieé pojemnosé 22.50 m?® i kwadratowa podtoge. Koszt 1 m? blachy potrzeb-
nej do wykonania jego podlogi i pokrywy wynosi 20 z1, a Scian bocznych — 30 zt. Jakie powinny by¢ wymiary
kontenera, aby koszt jego budowy byl najmniejszy?

d) Jakie powinny by¢ wymiary a, b prostokatnego pola o powierzchni S, ktérego jednym naturalnym bokiem
jest brzeg rzeki, aby na jego ogrodzenie zuzy¢ jak najmniej siatki?

10



b

e) Odcinek o dlugosci | podzieli¢ na dwie czesci tak, aby suma pél kwadratéw zbudowanych na tych czesciach
byta najmniejsza.

13.2. Okreslié¢ przedzialy wypuklosci oraz punkty przegiecia funkcji:

3
a) f(z) =ze™; b) f(x) = x;j— 17 c) f(z) =In(1+27);
d) f(x)zl_;ﬁ; e) f(x):x—§x3—4ln|x|; f) f(;zc):sinx—i—ésin%c;
§) ) =" ) fa) =

7

13.3. Zbadaé przebieg zmienno$ci podanych funkcji i nastepnie sporzadzié¢ ich wykresy:

a) f(z) = (z = 1)*(z + 2); b) f(x):zx_ T c) f(x):x\/_gu
d) (@) =3 =~ &) f(x) = ay/1 — o ) f@) = -

Lista 14

14.1. Obliczy¢ podane catki nieoznaczone:

a)/<3€/x_2+z—13,—2x\/5> dx; b)/(ll_—%; )/z;jxl

d)/ cos2zdr )/x +\/_—1 - f)/2””—5m

cosx —sinz’ 10%

14.2. Korzystajac z twierdzenia o calkowaniu przez czesci obliczyé calki nieoznaczone:

a) /xe‘gm dx; b) /x22w dx; c) /\/Earctg\/fdx;

xdr 9 . ) arccosr dr
d)/cos2x7 e) /ZE Slnxdx, f)/‘ﬁ7

g) /ln(z—i— 1) dx; h) /arccos:z:d:z:; i) /ezm sin x dz;

i) /sinxsin?)xdx; k) /sin?)xcosxdx; 1) /COSZECOS5CEdCE.

14.3. Stosujac odpowiednie podstawienia obliczy¢ calki nieoznaczone:

V1+4 d
a) /cos\/fdx; b) /ﬂdm; )/x—i-l ) sin (CE +2x+42) dr; d)/ COS%"Q; ;
NZ x V1+sinx

e)/i—xz; ) /(5—3x)10dx; g)/ 2{/505 1 Ldu; h)/2+\/_

Inx . et dr 5smxd$ 3
|)/—dz J)/e%—i-l’ )/3 2cosz’ I)/:z:e

14.4. Obliczy¢ calki nieoznaczone:

a)/(|z|+1) da; b)/min{:z:,:z:Q} da; c)/|1—z2| da; d)/emdx.
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Lista 15

15.1. Obliczy¢ podane calki z utamkéw prostych pierwszego rodzaju:

a)/(xcfix?))?; b)/xd—;; C)/%? d)/%fiia;o'

15.2. Obliczy¢ podane calki z utamkow prostych drugiego rodzaju:
a)/ dx ' )/ (6 +3)dr )/ (4 +2)dx
2 + 41+ 29’ 2+ r+4’ x2 — 10z + 29’

)/ 1) dx . *)/ . *)/ 5dx
9£C2+6$+2 — 4z +5)° (22 +2)°

15.3. Obliczy¢ podane calki z funkcji wymiernych:

) [y >/2d“’ )i 9 ey
)/2ifiiﬁ )/ )/m )/x2+2GCiI+18

)/ 4xdx. )/ % dx )/ :C+2dx I)/ dx
x? — 4z + 20’ 22+ 22 +5 22+ 20 +2 x (22 4+4)

15.4. Obliczy¢ podane calki z funkcji trygonometrycznych:

a) /sin3 x dx; b) /sin4:c6033 zdx; c) /COS4 x dx;
d) /sin3 x cos® x du; e) /C082 x cos 2z dx; *) /sin2 2x sin® z dir.
15.5. Obliczy¢ podane calki z funkcji trygonometrycznych:
d 14+t d
R T T
sinz + tgx cosx 14 2cos?x
sin a:d:z: sin® x dx
@ [B2 o [ n [
1+cos:v 1—tgw cos
x dx
h _— i .
g)/cos,:zz )/sin:c—l-cos:c7 l)/3sina:—|—4003:1:—l—5

Opracowanie: dr Marian Gewert, doc. Zbigniew Skoczylas
Wroctaw, wrzesien 2010
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