
 

 

HSC/97/03 
H

S
C
 R

e
s
e
a
rc

h
 R

e
p
o
rt

 

Spectral 

representation  
and structure of  

self-similar processes 
 

 
Krzysztof Burnecki* 

Jan Rosiński** 

Aleksander Weron* 
 

 
* Hugo Steinhaus Center, Wrocław University of 

Technology, Poland 
** Mathematics Department, University of Tennessee, 

Knoxville, USA 

Hugo Steinhaus Center 

Wrocław University of Technology 
Wyb. Wyspiańskiego 27, 50-370 Wrocław, Poland  

http://www.im.pwr.wroc.pl/~hugo/ 



�������� 	����
������� ��� ��������� �

������ ������������ ����

�


�� ������	
� �� ��
���	
 ��� �� �����

��������

�� ���� ���	
 �	 	������� � ��	��
� 
	�
	�	������� �� ��� ����	�
��
����	 �	�������
 �
��	�� �� �	
�� �� �����������	 ���� ��� �����	��
� ��
����
	 �� ���� ���� �� �	�������
 �
��	��	� �� �����	�� ������� ��	
����	
�� �
�����
������ �	 ������ � �����	 �	����������� �� � ����	�
��
����	 �	�������
 �
��	�� ���� ��
		 ���	�	��	�� ��
��� ���	� �
�������
������� ��
���� ��	 ��� 	���	��	��� !��� �	����������� �� ����
��	�
�� �
������ �
	�	������� �� ��

	�������� "	
�	� �� ��	�
 ��	��
� 
	�
	�
�	���������

�	 
����������

#������ ��	 ��	� �
�� $���%��"� &'$�� ()* ��
 ��������
� �
��	��	� �	
������ � �����	 �� ����
������� �	����������� �� � ����	�
�� ������	
�	�������
 �
��	�� ��������

���� ��
		 ���	�	��	�� ��
���

�
�
+���� ,���� ,�����

-	
	 ��
���
� �����

��

	������ �� � ���	
�������� �� ������ ��	
��	� �� ��	
��	�
� �� ��������
� �
��	��	� &�		 '.$/0)*� 1	 �� �� �� ���	� �
���
����� ������ &/#/*� !��� ���� �������� ��	 ���	� ��	�
 �
������� ��
����	 ������ �� �	
������� �� 2�
�	�"�� /�	3��� ��� 1	
�� &'2/1)*�

!�	 �	���� ���� ��
���
� �����

�� ��
���� ��	 ��� ��
���
� �����

�� ��	�
	���	��	���

��������� �	� � ���������� 	
����� ������� �� ����� ������
�� ��������
�
 ����� ��� �
� ���
���� ��� 	
����� ��
 � � &4� 5) �� ��
 ���
� � � �
�� ��� ��� � � � � ��� 	�� � � � � 	� � 
 � ��� 
���� ��
����� � +

��
��� �����

��� � ������
�� ������ ���
������� ���� ���� ��

��������� �	� � ������ �� ��������� ������� � �&���� �*� ���
�
&���� �* �� � �����
 �������� �	���� �� ��� �� �� ��� ��
��� �� � �	���
��



5 �� ��
������  � !�������� �� �� "�
��


�	
���������� �� � ��� 	
����� ������� ��

�������
�
+
��

�
��&�*�&��*

�
���

� &(*

���
� � �� �� ���	������� ������
� 
���� �����
� �� � ���� ����

� 	������&�*� + 	���������&�*�� � � ��

��
 ���
� � � � ���� �&�* � �� � ��
��� ������� �� ��� �� �� �������
�� ������� � 	� � � 
� + � ����� ��

6�	
� �	��
��	 �� �
�������� ��� �
��	�� ��� � ������ 
	�
	�	��
������ &�		 '-�
) ��� '71)*� 8��	 ���� ��	 �	9������ �� ��������� ���	�
�	
	 �� 	�����	�� �� ��	 �
����� �	9������ ��� �� 	���	
 �� ��
����	 &�		
'$�� 5)*: ��	 ���	
 ��
" �
����	� �	�	
� ��
"��	 �	��� ��
 ��	 �	
�9���
���� �� ��������� �� ����
	�	 ���	�� 1	 �� ��� ������	
 ����	� ����	
�
��	��	�� �� ��	 ����	� ���	� �� �
	 ����	� ���	� ��� � �� ����
����
���	
 
���������

�	 ������� �������� ��������������

#
�� ��� �� �	 �� ������	
 �
��	��	� ���	�	� �� 
 + �� + &4��*�
� ���������� �
��	�� �����	� �� ���� �� �	 -������������
 &� � ��* ��
��
���	� +

��������	�� ��
 	�	
� � � 4� �� ���� �	����� �	 �� ���
���	
� 	
��	 "	
�	 �� � ��	��
� 
	�
	�	������� �� � �	�������
 ��� ����������
�
��	��� 1������ ��� �� �	�	
���� �	 ��� ��� �� �����	 ���� ���	
����
�	���
	 ����	 &���� �* ��
 ��	 "	
�	 �� 2�
	� � ��	����� �����	� ��
�	���
��	 ���� �
�� � ���� � ���� ����

�����&�* + ���&���&�** &5*

��� ��&�* + � ��
 � � � � ��� 	�� 	� � 4 �� ��	� � �����	�������� #���
.��� ��� �� ���� �� �	 �	���
��	 �� ��	 ��� ��	� 
 &	� �* �� ��&�* � �
�� �	���
��	� ;��	� � ��9���	 �	���
	 � �� &���*� �����	� �� ���� �� �	
����������
 �� �&���

� &�** + 4 �� ��� ��� �� �&�* + 4 ��
 	�	
� 	 � 4 ���
� � ��
�	� � �	 � ���� ������� �	���� �������	 �
���� � �	���
��	 ���
�� 	 � 
 &	� �*� ��&�* � � �� ���� �� �	 � �����	 ��
 � �	���
��	 ���
�����	� �� ��
 	�	
� 	�� 	� � 4

�����&�* + ���&�*���&���&�** ��� ��� � � �� &<*



$	���
�� !�	
���������� �� $�
����
� �� $����� $����$�����
 %
������� <

������� �	� ��� �����	� � �&�� �* �� ��� ��
��� �� � �����
���� ����
���� �	���
�� 
�	
���������� �� � �����
���� � � �� ��� 	
����� �����	��
&��� ���
� ����� � ���'�� ����� � ����������
 #�� �����	� �� &�� �* ��
� ������� �����	� ������ ������ �� ��(� (� (�� � + (� �� 	!" ��#$�"% ���")
���� ���� ��
 ���� 	 � 4

�� + 	���
��� Æ ��

��

����
&�� Æ ��* �� ��"� &=*

�����	 .���	 	 � �� �� ������� ��	�� ��
 	��� � � 4 �(����
���	� ���
�����	� �
	 "	
�	� �� ������ 
	�
	�	�������� �� ��	 ��	 ���	 � � ��
��� �
��	��� ������� !�	�
	� 5�5 �� '$�� () ��	
	 	���� � ��	������	
��� ���� �������� >
 � � � � ��� � �������� !
 � � � ���4� ���� �����
��
 	��� 	 � 4�

�
� + &��*&!
*&�� Æ>
* �� ��"�� &?*

���
�&� Æ >
*

��
+ �!
�

�� �� ��"� &@*

.���	� ��
 	�	
� 	� ��� �� � 4� �� �� �
�	 ����� �� ��"

�
�
�� + &��� *&!
�*&�
�� Æ >
�* + &��� ��� *&!
�*&!
� Æ >
�*&�� Æ >
� Æ >
�* &A*

���
�
�
�� + &��� ��� *&!
�
�*&�� Æ >
�
�*�

�	 ���	
 �
�� !�	�
	� 5�5 �� '$�� () ����� ��
 	�	
� ��� �� � 4�

!
�
� + &!
�*&!
� Æ >
�*� �� ��"�� &B*

���
>
�
� + >
� Æ >
� � �� ��"� &C*

�� �
�	
 �� ������	 ��	 �
��� �� �� 	����� �� 
	�
��	 ��	 �
���	��� �� ��	
�
��� �� !�	�
	� <�( �� '$�� () 
	������ ��	 �������	 �
��� � ���� ��	
�����������	��� !�	
	��
	� �� + >� �� ��	 ��� ��� ������� �� + !���!��
	��� ��	 �
���� �

������ �� �� ������	 �� �
	�	�� �����	
 �
��� �� ��	 ��	�
	� ����� ��	
����	
�� �
�����
������ �	9�	� �� ��	 ��������

����� �	� ('���)) *� ������� �� � ��������
� 	
����� �� �� ��
 ����
� � 4

�� + 	��	
� �� ��� 	 � 4� �� + 4� &(4*

���� �� �� ����� +����
����� ���
� �����
����� ���	
����� ���� �� + 4 ��
������� �� ���� ��� �
�� ���� ��������
� 	
����� � �



= �� ��
������  � !�������� �� �� "�
��

8��	�� 9
�� �	 �		� �� �		 ���� ��	 ����	
�� �
�����
������ 	�����
�
�� �	�������
 �� ��������
� �
��	��	� �
	�	
�	� ��	 ��������� �� ��	
��	��
� 
	�
	�	�������� !� ���� 	�� �� �� 	����� �� �	
��� ��������� &���*
�� !�	�
	� <�B �� '$�� 5) ���� & + �"���������� �� �� �
����� �����9	�
�� ��	 ��������� �� ��9	� ��
 & + ��������

� 8��� ��"��� �� + "�����

�	 ������ � ��������
� �
��	�� ����� ������ 
	�
	�	������� �� �	9�	�
�� !�	�
	� <�( �� '$�� () �� �	
�� �� � �����	 ��� ��� � ��

	��������
�����	 �� ��	 �������	 �
��� �� �� �
�	
 �� ������	 ��	 �
��� �	 ���
�� ��	 
	���
��� �
�����
������ �� + 	��	
� � ����� 	��� �� ��	 ������
��	��
� 
	�
	�	������� �� ��	 �
��	�� � �� ����	� �� !�	�
	� 5�(� �

�������� �	� $���� ���
� �� � ��

��	������ ������� �����������
 ��
��������
� 	
������� ��
���� ���	�
�� �
�����
������ ���
� ������� 
�	�

���������� 	 � �� (,) ����� �� ��
�� �� � #�� �� �� � ������� �� �-���
��� ��
��� �� � ������� �	���
�� 
�	
���������� �� �

� ���� �� ��� ��

��	���
��� ��������
� 	
����� �� �������

� �
� + ���

�
�� Æ ��

�

��

����

&�� Æ �
�
� *� �� ��"� &((*

���� ����

��
� &�* + ��&�*� ��� &�* + ��&�*� � �

� &�* + ��&�* ��� ��� � � � ��� 	 � ��

+����
���� �� (..) �� ��� ��
��� �� � ������� �	���
�� 
�	
���������� �� �
��������
� 	
����� ���� (,) �-��� ��� ��
��� �� � ������� 
�	
����������
�� �� � � �� 	
����� �� ��
�� �� � 	��
 ���� ����	� ���� ����

��&�* + ��
	
� �&�*� ��&�* + ��	
� �&�*� ��&�* + � �

� &�* ��� ��� � � � ��� 	 � 4�

������ 0�������� 
	���� �� !�	�
	� <�( �� '$�� () ��� !�	�
	� 5�(
�	 ��� �
� �� �	��
��	 ����	� �� �
�����
������� 	����� �
�� �	�������

�� ��������
� �
��	��	� ��� ����	
�	� �� ��	 �����
 ��� �� �� !�	�
	��
<�( ��� <�5 �� '2/1)� ����� �
	 ��	 ��������

������� �	� ('2/1)) ��� 4 � � � ��

(�) *� ��
 ���� ���������� ��������� '� ( � &4��* � � �� � ����
�
����� ��������
� 	
����� ��������

�� +

�
'&	*������ ��� 	 � 4
4� ��� 	 + 4

&(5*

�� � � ��� ���� '&	* + 	� �� (&	* + � �� 	 ��
 ���� � � ��



$	���
�� !�	
���������� �� $�
����
� �� $����� $����$�����
 %
������� ?

(��) *� ��
 ���� ���������� ��������� )� * � � � &4��* ���� ���� * ��
����
����� �� ��
 � �����
����� � � �� 	
����� ��������

�� + )&	*������ 	 � ��

�� ��������
�� ����

)&	* + "���� ��� *&	* + "�� ��� ��#" + � ��

!����� �� ��� ������ �	� �� ����	��
��	 �� &�*� 1	 �� �����
� ��	
��	��� ���� ' + 	� ��� ( + � �� 	 ����� !�	�
	� <�( �� '$�� () ��� !�	��

	� 5�( ����� ����	
� ������ ��	��
� 
	�
	�	�������� �� ��������
� ���
�	�������
 �
��	��	�� 
	��	����	�� #�
�� �	 �����	 ���� ��� �
�����
���
���� �� ��	 ��
� �� + '&	*����� ��
 � �����
���� ��������
� �
��	�� � ���
��������� '� ( � &4��* � � ���� ���� ( �� ���� �
	�	
�	� ��������� ��
��	 ��	��
� 
	�
	�	�������� �� �� ������� ����	 & + �'&	*� �

������	� �����9	�

��������� &���* �� !�	�
	� <�B �� '$�� 5) �� �� �
� ���� &��	 ��	��
� 
	�
	�

�	������� �� �
��	�� � * �� 
���� �� �&�� �*� !��� � �� � � �� ���� ��	
��	��
� 
	�
	�	������� �� �����

�� + '&	*������
��� Æ ��

����

��

����
&�� Æ �

�
����* �� ��"�

8�� �	 ��	 ��	 ���� ���� ��	 �
��	�� � ��� � ��	��
� 
	�
	�	�������
�	9�	� �� &=* ��� �����
	 ��	�� 1	 ���	����	� ������ ���� '&	* +
	� � #�
��	
��
	� �� �� 	��� �� �		 ���� ��	 ��	��
� 
	�
	�	�������� �
	
	�����	�� ��

��
�������

+ ��
�����������

��� (&(* + 4�

!��� ��	�� 	���	


(&	�	�* + (&	�* , (&	�* ��� ��� 	�� 	� � 4 &(<*

�

(&	�	�* + (&	�* , (&	�* , � ��� ��#" 	�� 	� � 4 ��� � + 4�

.���	 ( �� ���������� ��	 ���	
 ����	� ���� � �� �
����� !�	 	�����	��	
&(<* 	��� �� ��	 ����	�	�� (&	* + � �� 	 ��
 ���	 
	� �������� �� �

"	 #�$� ���������� ������

!�	 ����	�� � � �� ��� �
��	�� �� ������	� �
�� � "	
�	 �� ��	 ��
�

��&�* + 	��
�

��
	
�

	



� 	� � � 4� &(=*



@ �� ��
������  � !�������� �� �� "�
��

������	
	� ���� �	�	���	 ����
� �	���
	 �� &4��*� � � �&&4��*� "+*�
� ��� �
��	�� ���� ���� 
	�
	�	������� �� �	 ��	� � �
�������� ������
&#/*� � ���	
�������� �� ���	�	��	�� #/ �
��	��	� �� ���	 &(=* �� ��	�
� ���� �
�������� ������ &/#/*�

��������� "	� �� � � �� ��� 	
����� �����	� �� ��� �� �� � /0/ ��
�� ����� � �	���
�� 
�	
���������� ���� � ��
��� �,���	� �-�� �� &- 	
&4��*��� � ������� . � "+*� ��
 ���� ��
�� �����
� �	��� &-��� � .*�
���� ����

,�&/� �* + 	��
�

�,
	
/�

�

	



� &(?*

&/� �* � - 	 &4��*� 	 � 4�

1	 �� ���	 � �	� 	����	� �� #/ ��� /#/ �
��	��	�� 1	 �	��� ����
��	 ����	�� ��	�

%$����� "	� ��� 4 � � � 5� � + �
�
�� ����	� �� � ����� �������

&���

�� +
� �

�
�&��* +

� �

�
�&��	*�&��*�

���
�
�&�* + 0'4 � � � ()

�� � �� ��� �� &4��* ���� �������� ����
�� �����
��

0
1

2
3

4

5

t
-10

-5

0

5

10

s

0

0.25

0.5

0.75

1

0
1

2
3

4t

-1

0

1t
-10

-5

0

5

10

s

0
0.5
1

1.5
2

-1

0

1t

&�* &�*

#���
	 (� &�* !�	 "	
�	 �� ��	 ��	��
� 
	�
	�	������� �� �%	�� ������� &�*
��	 "	
�	 �� ��	 ��

	�������� ��������
� �
��	�� ��
���� ��	 ����	
��
�
�����
������ ��
 � + (�(�B &��	� D
���	���E�	��	�" �
��	��*�



$	���
�� !�	
���������� �� $�
����
� �� $����� $����$�����
 %
������� A

%$����� "	� ��� � � �&��� "+*� ���

��&�* + 	��
�
��

	
�

	



� � � ��� 	 � 4�

�� ��� � �� � ��� 
���� �����
� �� �� ���� �������� ����
�� ����
��
�� *� �� ���� �� ����� ���� � ��� 	
����� �����	� ���� ���� �	���
��

�	
���������� �� ����� "� ���� ���� ���� �����	� �� � /0/� *���� ���
- + �� �� ��� ���� �	��
� �� �� �'��		� ���� ��� �����
� 	
���������
�����
� . �� ���

,&/� �* + &���
���*����&�/*� &/� �* � �� 	 &4��*�

���
� �� + 51����F&��5* �� ��� ��
���� �
�� �� ��� 1���� 	���
 ���
�������
�� ��� ��
 ���
� ��� � � � � �� � �� 	�� � � � � 	� � 4�

�
��
�
�

����� &�*�
� ��

+ ��

�
��

� �

�
�
�

��	
�� �

�
� �

�
�/

	�


������ ��.&�/*

+
�
��

� �

�
�
�

��	
�� �

�

� ,

�
/�

�

	�


�� ��.&�/*�

����� 	
���� ��� ������

0����
��� ��	 "	
�	 �
�� ��	 ����	 	����	 ���� ��	 �	�	
� ��
�
&=* �	 �	� ���� � + �� � �4�� ��&�* + 	���� ��&�* + �&�*� ��� ��Æ��

��
+ 	���

!�	 ������� �	�"���� � � �� �
��	��	� �
	 ��	��� ���	� �� 6����	
<�5�

%$����� "	" ��� ( � � � 5 �� � + �
�
� &��� � �����
�������� ������

(��� 2�/34) �����	� �� �-�� ��

�� +
� �

��
��

����	� �

�

�����&��* +
� �

��
�&��	*�&��*�

���
�

�&�* + �� �(��� (�

�� � �� ��� �� � ���� �������� ����
�� �����
��



B �� ��
������  � !�������� �� �� "�
��

0
1

2

3

4

5

t

-10

-5

0

5

10

s

-2

0

2

0
1

2

3

4t

-1

0

1t
-10

-5

0

5

10

s

-1
-0.5

0
0.5
1

-1

0

1t

&�* &�*

#���
	 5� &�* !�	 "	
�	 �� ��	 ��	��
� 
	�
	�	������� �� ����
�������
������� &�* ��	 "	
�	 �� ��	 ��

	�������� ��������
� �
��	�� ��
 � +
(�(�B�

%$����� "	& ��� 4 � � � (� 4 � � � 5� � + �
�
� %�� 2 + � � �

�
� &���

� �����
 �
�������� ������ ������ (��� 2+/$4) �����	� �� �-�� ��

�� +
� �

��
$'&	��*��&��*�)�&��*,

� �

�

�
0'4 � � � 	)'$&	� �*� � 3��) , 0'	 � �)3'&�� 	*� � ��)

�
�&��*

+
� �

��
	��&��	*�&��*�

���
�

�&�* + 0'� � 4)$'&(� �*� � &��*�),

0'4 � � � ()'$&(� �*� � 3��) , 0'� � ()3'&�� (*� � ��)�

�� � �� ��� �� � ���� �������� ����
�� �����
��

8	�� !�	�
	� ����� ���� ��	 "	
�	 �� � ��	��
� 
	�
	�	������� ��
��� /#/ ��� �	 �	9�	� �� �� �� � �������� ����

������� "	� (+�������� 
�	
���������� �� � /0/)� ��� � �� � ��-����
�����
� �� ��� ���� ��
��� �� �� �� �� ��� � �� � �����
� �� �� � �4�
����� 
�	
���������� �� 	���
 ���
������ ��

�&��� �'* + ������� �&�'*� � � 4� ' � ��� &(@*



$	���
�� !�	
���������� �� $�
����
� �� $����� $����$�����
 %
������� C

0
1

2
3

4

5

t
-10

-5

0

5

10

s

0
0.25
0.5

0.75
1

0
1

2
3

4t

-1

0

1t
-10

-5

0

5

10

s

0

0.5

1

1.5

-1

0

1t

&�* &�*

#���
	 <� &�* !�	 "	
�	 �� ��	 ��	��
� 
	�
	�	������� �� ��	�
 �
�������
����	 ������ ��
 � � (�� + 4�(� &�* ��	 "	
�	 �� ��	 ��

	��������
��������
� �
��	�� ��
 � + 4�( , (�(�B�

��� � � �� � �4� �� � &�� �* �� ���� �����
������

��& *�� �&� * ���

&��� ��� ������ �� ��������� �����	� � �&�� � �4�� �* ����� ��

��& * + �&	�� * &(A*

�� ��� ��
��� �� � �	���
�� 
�	
���������� �� � ��� 	
������ ����� �� ����
�� /0/� +����
����� ���
� /0/ ����� � (���������) 
�	
����������
(.5)�(.6)�

�����	 1	 �
	 �� ���� ��� ��	 ����	
�	 ��
�� 0�����	
 � /#/ ���� �

	�
	�	������� &(?*� .���	 � �� � 2�
	 ����	� � �� �	���
��� �����
����
�� � 2�
	 ����	� ��� �	� > � � �� �� �	���	 ���� �����
����� ��� 	�
� + . Æ >��� G	9�	 � �������� � �� �� � �4� �� �����

�& * +

�
,
�
>��

�
�
���

�
� � �

�
� ������ � �� �

���
� >&�*

4� ���	
���	�

�	� � �	 � �	���
	 �� �� � �4� ���	� �� &(@*� !�	��
������

�
�

����� & *�
� �&� * +

�
������

�
�

���&	
��
�  *�� �&� *

+
�
��

� �

�
�
�

���&	
��
� �'*�� ����� ���&�'*



(4 �� ��
������  � !�������� �� �� "�
��

+
�
�

� �

�
�
�

���&	
��
� �>&�**�� ����� ��.&��*

+
�
�

� �

�
�
�

��	
�����
� ,&�� 	��

� �*�� ��.&��*�

��
 	�	
� 	�� � � � � 	� � 4 ��� ��� � � � � �� � � &�*� !��� 	��� ��	 �
����
�

������� !�	 ����	
�� �
�����
������ ���� #/� ���� ������ ��	
��	
�
��	��	� ��� /#/� ���� ���	� ������ ��	
��	� &�		 '.$/0)*� 0���
���	
��� ����	 	����	� �� �		�� ���� /#/� ���	�
 ��
	 ����
�� ����
#/�� !��� �� ����	 �������	 �� ��	 
	����� �	��		� ���	� ��� ��	 ����
������ ��	
��	��

�� �� �	�
 ���� � ����	 �
��	�� ��� ���	 ���� ��	��
� 
	�
	�	����
����� ���� ��H	
	�� "	
�	� �	9�	� �� ��
���� �	���
	 ����	�� -��	�	
�
�	 ��� ��	����� ��	 �
��	
��� ������ �� � ���� 
	�
	�	��������� �����
���
���	
� 	� /#/��

������� "	� ��� �����	� �� � ��� � � �� 	
����� ���� �� �
���
�
�

�	
���������� (.)� &��� � �� /0/ �� �� ���� ��� �

�
	��������&�*�

��	 � � �� ��"� &(B*

�����	 !�	 ��������� &(B* �� 	�����	�� ��� �

��
"�������&�*�

��	 � � �� ��"�

2� !�	�
	� 5�( �� '$�� 5) ��� &(4* ���� ������	� ��	 �
���� �

&	 ������������� �� ������ ����'������� ���������

.����
� �� �� ��	 ���	 �� ��������
� ��� �
��	��	�� !�	�
	� 5�( ����
��	 �� ��	 	
����� ��	�
� ��	�� �� ��	 ����� �� ��� �	�������
 �
��	��	��
�� ��
�����
� ��	 -��� �	����������� �� ��	 ���	
���� ����	 � �� ��	
��	��
� 
	�
	�	������� &=* ���� ����
���� ��
�� 4 ��� 5� ���� ���� ��	
��� �� �� ����	
�����	 �� 4 ��� ����������	 �� 5� �	�	
��	� � �	��������
���� �� �����	� ���� ��� ���	�	��	�� ��� � � �� �
��	��	� ���

� ��	� ���
���

� ��	�� 1	 �� ���
���	
� 	 ��	 ���	
 �
��	���

������� &	� ���
� ��	� �� � /0/ �� ��� ��� ������ � ������� 
�	
��

��������� �� ���
� ��	� �� ��� ��
� (.7)� 0�
���
��
�� ���

� ��	� �� � 0/ ��
�� ���� �� �����	� 
���
���� �� 5 �� �
�����



$	���
�� !�	
���������� �� $�
����
� �� $����� $����$�����
 %
������� ((

�����	 E���� 0�
��
� 5�( �	 ���	
 ���� ��	 �
��	�� ���
� ��	� ��

	�

������� �� ����	
�� �
�����
������� �� � ��������
� ��� �
��	�� �������
�	�	
��	� �� � ����������	 ���� #
�� !�	�
	� =�= �� '$�� () �	 �	� ����
������� �� � ���	� ������ ��	
��	� ������� ���� ���

� ��	� �� � /#/�
1	 �� ��� �
��	 ��	 �	���� ��
� �� ��	 ��	�
	�� .���	 � ������ ���

	
��	 
	�
	�	������� "	
�	 �� ������ &�		� 	��� '$�� 5)*� &(=* �� ������
�� �	� .���	 �� �� &=* �� ������� ��	� ��� �� 
	��
���	� �� 5 �� �������
2� !�	�
	� <�@ �� '$�� () �	 ���	
 ���� ��	 &�����������	* ��� �� ��
	�����	�� �� ��	 ��� (�&�* + 	���� 	� � � 4� .���	 �(�� �� 	
������ �� ��
����� 8�� ������	 ���� ���� �� 	
������ 2� ��	 9
�� ��
� �� ���� ��	�
	��
���� ������ � ������ 
	�
	�	������� �� ��	 ��
� &(?* ����	 ��� �� ���	�
�� (�&/� �* + &/� 	���*� .���	 ��	 ���	
 ��� �� 	�����	�� �� ���� �� ��	
��
	����� ��	�
	�� �� ���� �	 	
����� ����� �� ��� ������	 ��	� . �� �
���������� �	���
	� !��� &(?* 
	���	� �� &(=*� �

!�	 ���� �	�	
��	� �� ����	
�����	 ���� �������� �� ��
���� ��	
�
��	��	� ��� �
��	��	� �� � ���
� "��� &	���	��	��*�

��������� &	� �� � � �� 	
����� �����	� �� ��� �� �� ��
���� ��	 ��
�� ����� ��� 
�	
����������

�����	� +�

��
�

	�����&��*
�
�	�

� &(C*

���
� � �� � ���	��������� 
����������� ����
���� ��� �����
� ���� ���
-���� ����
�� �����
� . �� ��

8����	 ���� ��	 
	�
	�	������� &(C* �� ������ ��� �� �� �	�	
��	� �� ��
��	����� ��� ������ �� � ���� ��&�* + 	�� �� ��	 ��

	�������� ���������
���	 �����	� �� �� 	��� �� �
��	 ��	 ����	
�	�

����������� &	� ��� �����	� �� � �����
���� ���	������������� ���
	
����� ����
��� �� �� ������� #��� &��� �����	� �� ��
����8�����

�����	 �	�

�� + �� � �����&�* + ���&�*���&�* ��� "+� "+ ���� &	�� 	�*� �

8�� �� �� 	����� �� ���� ���� ��
 	��� � � �� ��	
	 	���� � �����	 6&�* � �

���� ����
��&�* + 	������

!� ���� 	�� �	 ���� ��	 �
��� �� I
��������� ?�( �� '$�� () ��� �	��
�	9�	 � 9���	 �	���
	 ��&��* + ��&�*���&��* �� �� !�	
	��
	� &(C* ����
���� . + �� Æ 6

��� �



(5 �� ��
������  � !�������� �� �� "�
��

������� &	� ��� �����	� �� ��� ��
��� �� � ������� �	���
�� 
�	
�����
������ �� ��� ��
� (,) ��
 � ���	��������� ��� ��
����8���� 	
�����
�����	�� &��� �����	� �� ��� ������� #�� �� (,) 
����� ��

��&�* + 	�����&�* &54*

�����	 .���	 &54* ����� �
�� ��	 �
��� �� ��	 �
	����� �
����������
�	 ��� �		� �� ���� ���� �����	� �� ��	 ��	����� ���� -��	�	
� ��	

	�
	�	������� &(C* �� ������ ��� �� �����	� �� ��	 ��	����� ��� (�&�* +
�� ��
 � 	� �� �� ���� �� !�	�
	� <�@ �� '$�� ()� �� �	��� 	�����	�� �� ��	
��	����� ��� ���� �	 ��	������ �

%$����� &	� ���

�����	� +�

�� �

��
	���� "

�� � (

��
������������&��*

�
�	�

�

���
� � �� � ���	��������� 
����������� ����
���� ��� �����
�� &��
	
����� � ��

��	��� ��� ��� ���	�
�� �
�����
������ �� ��� ���
�����
	
����� �� �
�������� 9������� ����� (��� 2$&4)�

������	 !�	
	 ��� ��� �	 ��� ���� 	
� 
	�����	� ��������
� ��
���
�� ��	 �
��	��� E���� ����	
�� �
�����
������� ��	 ���	 ����	�	�� ��
���� ����� 
	�����	� ��
���� ��	 �	�������
 �
��	��	�� -��	�	
� ��	
���� �� 
	�����	� �	�������
 �
��	��	� ����	 ��	��
� 
	�
	�	������ ��
�	�	
��	� �� ��	 ��	����� ��� �� ������ �
�	
� ��� �
��	�� �� ���� ����
���� �	 �� ��	 ��
� �� + 	��� &��� I
��������� ?�5 �� '$�� ()*�

��������� &	� � ���������� 	
����� ����� ������� 
�	
���������� (,)
�������� � �����
������ #�� ������� -�� 	����� ���� �� ����� 	���	��	���

!��� ���� �� ��� �	 ���	
����� �� �
	�	��� !�	 �	�� ��	�
	� �� ��	��
�� �	
��� ��	��	
 �
 ��� � �
��	�� �� 	���	��	���

������� &	" ��� �����	� �� � ��� � � �� 	
����� ���� �� �
���
�
�

�	
���������� (.)� &��� �����	� �� ���������� �� �� ���� ��

��� � � �
� �

�
	��������&�*�

� �	 � �� + 4

��

��� � � � �����&�*��&�* + ���&�*���&�* ��
 ���� 	�� 	� � 4� + 4



$	���
�� !�	
���������� �� $�
����
� �� $����� $����$�����
 %
������� (<

1

2

3

4

5

t

-2

-1

0

1

2

s

-2

0

2

1

2

3

4t

1
2

3

4

5

t
-2

-1

0

1

2

s

-1

-0.5

0

0.5

1

1
2

3

4t

&�* &�*

#���
	 =� &�* !�	 "	
�	 �� ��	 ��	��
� 
	�
	�	������� �� ��	 	���	��	��
�
��	��� &�* ��	 "	
�	 �� ��	 ��

	�������� ��������
� �
��	�� ��
 � +
(�(�B�

�����	 �� �� � ��
	�� ����	��	��	 �� 
	���� �� .	����� @ �� '$�� () ����
���	� ���� ����	
�� �
�����
������� �	��� 5�(� �

1	 �� ���	 ��� 	����	� �� 	���	��	�� �
��	��	��

%$����� &	� ���

�����	� +�

�� �

�
	� ��� 1'�� 	 , �)�&��*

�
�	�

�

���
� '%) ������ ��� ��
���� ������
 ��� �������� %� &��� � ��� ���
���� � ��

��	����� ��
����8���� ��
 ���� ������ ���
��� ���	������
�� 	
����� �� ����	�� �� �� ���������� ���	������

%$����� &	" ��� �����	� �� ��� 
��� 	�
� �� � ��
����8���� 	
������ �����

�����	�
�
+�

�
��������

	� ��� &�, / �� 	*7&��� �/*��	��

���
� 7 �� � 
��������� ��� 
���� �����
� ���� ����
�� �����
� "+�.
�� . �� � -���� �����
� �� � (��� 2!�� :4� ;���	�� ,�<)� =�
� ��&�� /* +
&� ,�� / �� 	� /*� ���
� J ,�� J ������ ������ ����� 51�

������� &	& ;��
� ��� �����������
 	
����� �����	� ����� � ���'��
����	������� ���� ��
�� ���	����� 	�
��

�����	�
�
+��

���
� ��	� , ��

���
� ��	� , ��

���
� ��	��



(= �� ��
������  � !�������� �� �� "�
��

���
� ��� -
�� 	
����� �� ��� 
�������� ��� �� � /0/� ��� ����� ��
��
����8����� �� ��� ��
� ��� �� �� � � �� ���������� 	
������

�����	 .���	 ��	 �	� 5 �� -��� �	����������� ��� ��	 �	� �� 9�	� ������
��
 � ��� �
	 ����
����� �	 ������ � �	����������� �� �	�������
 �
��	��	�
�������� �� ��	 �	����������� �� ��������
� �
��	��	� &�		 !�	�
	� @�(
�� '$�� ()*� �

����������

'2/1) K� 2�
�	�"�� /� /�	3��� ��� �� 1	
��� &�� ���	�
�� �
�����
�
������ ��
 �����������
 	
�������� L�"����� /���� 7� == &(CCA*�
5?� =5�

'0/.) .� 0�������� /� /�	3��� ��� ;� .���
������"�� +��
����
�8��
���� �� �����
 �� ��
����8���� �
�������� ������ �������� .�����
I
��� ���� =5 &(CC5*� C(� ((4�

'-�
) 0� G� -�
���� 7
�� >� ��� �	���
�� 
�	
���������� �� ������
��
������ 	
�������� 7� /�����
���	 ���� (5 &(CB5*� <B?� =4(�

'71) �� 7����"� ��� �� 1	
��� M$��������� �� +������ �������
 �� �?
$����� $��������� %
�������N� /�
�	 G	""	
 ����� 8	� L�
"� (CC=�

'K/O) L� K�����
�� /� /�	3��� ��� 1� O	
����� �����
�������� ������
	
�������� .����� I
��� ���� <@ &(CBB*� <5C� <<C�

'���) 7� 1� ����	
��� $���������� ���������� 	
�������� !
���� ��	
�
/���� .��� (4= &(C@5*� @5� AB�

'$�� () 7� $���%��"�� >� ��� ��
����
� �� ��������
� ������ 	
�������� ����
I
����� 5< &(CC?*� ((@<� ((BA�

'$�� 5) 7� $���%��"�� /������ �����
�� 
�	
����������� �� ������ 	
��������
�
	�
���� (CC@�

'.!) ;� .���
������"� ��� /� .� !����� M$����� @���9������� !���
�� %
�������A $��������� /���� ���� *�-���� 3�
�����N� 0����
��� P -�� ������� (CC=�

'.$/0) G� .�
������ 7� $���%��"�� O� /���
	"�
 ��� .� 0�������� $�����
���� ������ ���
����� I
����� !�� $	� #�	�� CA &(CC<*� ?=<�
??B�



$	���
�� !�	
���������� �� $�
����
� �� $����� $����$�����
 %
������� (?

K
 �� ��� 2�
�	�"�
-��� .�	������ 0	��	
 ��
 .��������� /	�����
!	������ E���	
����� ?4�<A4 1
����� I����
	������
�	�"�Q�����
��
����

7�� $���%��"�
/���	������ G	��
��	��
E���	
���� �� !	��	��		� K�����	� !8 <ACC@�(<44� E.�
	����
�����"�Q�������"�	��

�	"����	
 1	
��
-��� .�	������ 0	��	
 ��
 .��������� /	�����
!	������ E���	
����� ?4�<A4 1
����� I����
	�����	
��Q�����
��
����



 

HSC Research Report Series 1997 
 

For a complete list please visit http://ideas.repec.org/s/wuu/wpaper.html 

 

01 Evolution in a changing environment by Katarzyna Sznajd-Weron and Rafał 
Weron 

02 The Lamperti transformation for self-similar processes by Krzysztof 
Burnecki, Makoto Maejima and Aleksander Weron 

03 Spectral representation and structure of self-similar processes by Krzysztof 
Burnecki, Jan Rosiński and Aleksander Weron 

 


