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Funkcja autokorelacji dwóch zbiorów obserwacji
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Podstawowe definicje i za lożenia

• X,Y - zmienne losowe o skończonych wartościach oczekiwanych
EX,EY i skończonych wariancjach Var(X),Var(Y )

• Najbardziej popularna̧ miara̧ zależności X i Y jest kowariancja:

cov(X,Y ) = E(XY )− EXEY

• W wielu zastosowaniach zamiast kowariancji używa siȩ tzw.
przeskalowanej kowariancji (korelacji):

corr(X,Y ) =
cov(X,Y )√

Var(X)
√

Var(Y )

• Obydwie miary sa̧ symetryczne.
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• Przy studiowaniu struktury zależności szeregu czasowego {Xn}
wykorzystuje siȩ tzw. funkcjȩ autokowariancji

cov(Xn, Xm) = E(XnXm)− EXnEXm

oraz funkcjȩ autokorelacji (ACF)

corr(Xn, Ym) =
cov(Xn, Xm)√

Var(Xn)
√

Var(Xm)

• Dla stacjonarnego szeregu czasowego funkcje te przybieraja̧
postać

cov(Xn, Xm) = cov(X0Xm−n) = E(X0Xm−n)−(EX0)2 = covX(m−n),

corr(Xn, Ym) = corr(X0Xm−n) =
covX(m− n)

Var(X0)
= corrX(m− n).
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• Estymatorami tych funkcji sa̧ autokowariancja i autokorelacja
próbkowa

ˆcovX(h) = ˆcov(X0, Xh) =
1
n

n−h∑
i=1

(xi − x̄)(xi+h − x̄),

ˆcorrX(h) =
ˆcovX(h)
ˆcovX(0)

,

gdzie x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi oraz x1, x2, . . . , xn sa̧ zaobserwowanymi

wartościami szeregu {Xn}.
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• W pracy studiujemy nie tylko strukturȩ zależności
obserwowanego szeregu czasowego {Xn}, ale również szeregu
utworzonego z kwadratów wyjsciowych danych

Yn = X2
n

• Zak ladamy, że EX4
n = EY 2

n istnieje dla każdego n

• Szereg {ξn} - niezależne zmienne losowe o jednakowym rozk ladzie
(i.i.d.) o średniej zero i skończonym czwartym momencie z
nastȩpuja̧cymi parametrami

σ2 = Eξ2n, γ = Eξ4n.
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Niezależne zmienne losowe o jednakowym
rozk ladzie

Rozpatrujemy szereg czasowy o średniej zero niezależnych zmiennych
losowych o jednakowym rozk ladzie o skończonym czwartym
momencie, tzn. Xn = ξn.

• Szereg ten jest stacjonarny

• Funkcja autokowariancji

covX(k) = cov(Xn, Xn+k) = σ2Ik=0

• Funkcja autokorelacji

corrX(k) = Ik=0.

Wroc law, Listopad 2007



The autocorrelation and autocovariance functions - helpful tools in the modeling problem 10

• Funkcja autokowariancji dla szeregu kwadratów Yn = X2
n

covY (k) = (γ − σ4)Ik=0,

• Funkcja autokorelacji dla szeregu kwadratów

corrY (k) = Ik=0.

• Jedynie dla k = 0 rozpatrywane miary zależności sa̧ niezerowe
dla {Xn} oraz {Yn}.
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Stacjonarne modele ARMA

DEFINICJA 1 Proces {Xn} = {Xn, n = 0,±1,±2, ...} jest
szeregiem ARMA(p,q) (p, q ∈ N), jeśli {Xn} jest stacjonarny oraz
dla każdego n ∈ N zachodzi

Xn − b1Xn−1 − ...− bpXn−p = ξn + a1ξn−1 + ...+ aqξn−q, (1.1)

gdzie innowacje ξn sa̧ i.i.d. ze średnia̧ zero oraz Eξ2n = σ2.
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Równanie (1.1) może być zapisane nastȩpuja̧co

B(L)Xn = A(L)ξn, n = 0,±1,±2, ...,

gdzie A(z) i B(z) sa̧ wielomianami odpowienio stopni q i p

A(z) = 1 + a1z + ...+ aqz
q,

B(z) = 1− b1z − ...− bpz
p,

oraz L jest operatorem przesuniȩcia

LjXn = Xn−j , j = 0,±1,±2, ... .
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Jeśli wielomiany A(z) i B(z) nie maja̧ wspólnych pierwiastków oraz
pierwiastki B(z) sa̧ poza dyskiem jednostkowym {z : |z| ≤ 1}, wtedy
{Xn} jest szeregiem przyczynowym (causal) oraz

Xn =
∞∑
j=0

φjξn−j , a.s. n = 0,±1,±2, ... ,

gdzie
∞∑
j=0

φjz
j =

A(z)
B(z)

.
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Dla przyczynowego modelu ARMA(p,q) otrzymujemy

covX(k) = cov(Xn+k, Xn) = σ2
∞∑
j=0

φjφj+|k|,

corrX(k) = corr(Xn+k, Xn) =

∑∞
j=0 φjφj+|k|∑∞

j=0 φ
2
j

,

covY (k) = γ
∞∑
j=0

(φjφj+|k|)2 + σ4

 ∞∑
j=0

φjφj+|k|

2

corrY (k) =
γ

∑∞
j=0(φjφj+|k|)2 + σ4

(∑∞
j=0 φjφj+|k|

)2

γ
∑∞
j=0 φj

4 + σ4
(∑∞

j=0 φj
2
)2 .
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Model AR(1)

AR(1) model (model autoregressji rzȩdu 1) dany jest wzorem

Xn − bXn−1 = ξn,

gdzie ξn i.i.d. ze średnia̧ zero. Przy za lożeniu 0 < |b| < 1 model
AR(1) jest przyczynowy Xn =

∑∞
j=0 b

jξn−j .
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Dla modelu AR(1) otrzymujemy

covX(k) = cov(Xn+k, Xn) =
bkσ2

1− b2
,

corrX(k) = corr(Xn+k, Xn) = bk.

Obie miary exponencjalne da̧ża̧ do zera dla wzrastaja̧cych wielkości k.
Ponadto

covY (k) = cov(Yn+k, Yn) = b2k
(

γ

1− b4
+

σ4

(1− b2)2

)
,

corrY (k) = corr(Yn+k, Yn) = b2k.
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Model MA(1)

Model MA(1) (moving average) dany jest wzorem:

Xn = ξn + aξn−1,

gdzie innowacje ξn sa̧ i.i.d. ze średnia̧ zero.
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Dla modelu MA(1) otrzymujemy

covX(k) = cov(Xn+k, Xn) = σ2(Ik=0 + a2Ik=0 + aIk=1)

corrX(k) = corr(Xn+k, Xn) =
Ik=0 + a2Ik=0 + aIk=1

1 + a2

covY (k) = cov(Yn+k, Yn) =


γ(1 + a4) + σ4(4a2 − 1− a4) dla k = 0,

a2γ − σ4a2 dla k = 1,

0 dla k > 1.

corrY (k) = corr(Yn+k, Yn) =


1 dla k = 0,

a2γ−σ4a2

γ(1+a4)+σ4(4a2−1−a4) dla k = 1,

0 dla k > 1.
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Modele ARCH(p)

DEFINICJA 2 Proces ARCH(q) (q ∈ N) z gaussowskimi
innowacjami jest zdefiniowany nastȩpuja̧cym równaniem

Xn =
√
hnξn, n = 0, 1, 2, ..., (1.2)

hn = θ +
q∑
j=1

ψjX
2
n−j , (1.3)

gdzie innowacje ξn sa̧ i.i.d. o standardowym rozk ladzie normalnym
oraz θ, ψq > 0, ψj ≥ 0, j = 1, ..., q − 1.
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Model ARCH(2)

Model ARCH(2) z gaussowskimi innowacjami dany jest wzorem

Xn =
√
hnξn

hn = θ + ψ1X
2
n−1 + ψ2X

2
n−2.

W modelu tym warunkiem gwarantuja̧ym istnienie czwartego
momentu jest

ψ2 + 3ψ2
1 + 3ψ2

2 + 3ψ2
1ψ2 − 3ψ3

2 < 1.
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Dla modelu ARCH(2) z gaussowskimi innowacjami otrzymujemy

covX(k) = cov(Xn+k, Xn) =
σ2θ

1− σ2(ψ1 + ψ2)
Ik=0

corrX(k) = corr(Xn+k, Xn) = Ik=0

corrY (k) = corr(Yn+k, Yn) =


1 dla k = 0,
ψ1

1−ψ2
dla k = 1,

ψ2+ψ
2
1−ψ

2
2

1−ψ2
dla k = 2,

ψ1corr(k − 1) + ψ2corr(k − 2) dla k > 2.

W ogólnym przypadku

corrY (k) =
max(p,q)∑
i=1

(ψi + φi)corr(k − 1), k > p,

gdzie ψi = 0 for i > q oraz φi = 0 dla j > p.
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Modele GARCH(p,q)

DEFINICJA 3 Proces GARCH(p,q) (p, q ∈ N) z gaussowskimi
innowacjami zdefiniowany jest nastȩpuja̧co

Xn =
√
hnξn, n = 0, 1, 2, ...,

hn = θ +
p∑
j=1

φjhn−j +
q∑
j=1

ψjX
2
n−j ,

gdzie innowacje ξn sa̧ i.i.d. o standardowym rozk ladzie normalnym
oraz θ, φp, ψq > 0, φj ≥ 0, j = 1, ..., p− 1, ψj ≥ 0, j = 1, ..., q − 1.
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Model GARCH(1,1)

Model GARCH(1,1) z gaussowskimi innowacjami dany jest wzorem

Xn =
√
hnξn, n = 0, 1, 2, ...,

hn = θ + φhn−1 + ψX2
n−1.

W modelu tym warunkiem gwarantuja̧ym istnienie czwartego
momentu jest

3ψ2 + 2ψφ+ φ2 < 1.
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Dla modelu GARCH(1,1) z gaussowskimi innowacjami otrzymujemy

covX(k) = cov(Xn+k, Xn) =
σ2θ

1− φ− σ2ψ
Ik=0

corrX(k) = corr(Xn+k, Xn) = Ik=0

corrY (k) = corr(Yn+k, Yn) =


1 dla k = 0,
ψ(1−ψφ−π2)
1−2ψφ−φ2 dla k = 1,

(ψ + φ)k−1corr(1) dla k > 1.
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Podsumowanie

• Funkcje autokowariancji i autokorelacji sa̧ dobrymi narzȩdziami
wykorzystywanymi w ananlizie danych rzeczywistych

• Ich w miarȩ prosta postać powoduje że sa̧ to narzȩdzia
powszechnie wykorzystywane w praktyce

• Przy ich użyciu można zweryfikować hipotezȩ odnośnie wyboru
odpowiedniego modelu

• Konieczne jest jednak badanie nie tylko miar zależnoṡci danego
szeregu, ale również szeregu utworzonego z kwadratów
obserwowanych wartości.
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