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Metody analizy dlugozasi¢gowej

Andrzej Zacharewicz

Warsztat analizy zalezno$ci dlugoterminowej jest wciaz rozwijany 1 udoskonalany. Od
czasOw Hursta (1951) i jego analizy R/S powstato wiele nowych metod. Wiele z nich jest na tyle
nowych, ze posiadaja dopiero status sposobow pomocniczych, przy pomocy ktérych ,,patrzymy” na
dane w nowy sposob. Niektore z nich nie sa jeszcze do konca zbadane i sformalizowane, ale
stanowia doskonate narzedzia obrobki szeregéw czasowych. Oto metody zaimplementowane w
programie Long Memory Analysis.

1. Analiza R/S.

Budowniczy tam rzecznych, hydrolog H.E. Hurst pracujac nad projektem tamy na rzece Nil
dysponowal 847-letnim zapisem poziomu Nilu zostawionym przez Egipcjan. Wielu hydrologéw
przypuszczato, ze poziom rzeki jest procesem catkowicie losowym, niezaleznym od przesztosci.
Jednak Hurst, analizujac zapisy Egipcjan odkryl, Ze dane wcale nie reprezentuja takiej losowosci,
chociaz standardowe metody analizy statystycznej na nic takiego nie wskazywaty. Dlatego Hurst
stworzyt catkiem nowa metodg analizy danych.

W roku 1908 Einstein opublikowat pracg na temat ruchu Browna. Udowodnit w niej, Ze
czasteczka poruszajaca si¢ ruchem Browna pokonuje w czasie ¢ odleglos¢ R = At Hurst przy
pomocy przeskalowanego zasiggu (rescaled range, R/S) rozszerzyl ten model na nastgpujacy:

R) _ m
(S) =cn (1.1)

n

gdzie S jest odchyleniem standardowym przyrostow w czasie n, ¢ jest pewna dodatnia stala, n
oznacza ilo$¢ obserwacji (u nas bedzie to ilo$¢ elementow szeregu czasowego), za§ H jest
wykladnikiem Hursta.

Aby wyznaczy¢ H nalezy najpierw dla roznych n obliczy¢ warto$ci $rednie R/S, a nastgpnie,
przy pomocy regresji liniowej, rozwiaza¢ rGwnanie

In E(R/S),=Inc + Hlnn.

Wystarczy zatem wykre§lic w skali podwdjnie logarytmicznej E(R/S), wzgledem n.
Nachylenie krzywej bedzie wtedy estymowac H.

Hurst rozszerzyt model Einsteina z *° do . Jesli dane pochodza z ciagu niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie, to otrzymujemy asymptotyczny wzor Hursta:

brn/5,= b
( )n_ n2

Sedno analizy R/S tkwi w przeskalowaniu zasiggu. Zwrot ten jest czgsto uzywany w analizie
procesow samopodobnych. Polega to na analizowaniu zasi¢gu R jaki ma szereg czasowy w roznych



Copyright (¢) 1999-2002 by Hugo Steinhaus Center

odstepach czasu n. Porownujac go z podobnym zasiegiem w przypadku niezaleznych zmiennych
losowych (i.i.d.) mozemy wysuna¢ wnioski, co do niezalezno$ci i ewentualnej dlugo$ci pamigci
naszego procesu.

Istnieja trzy klasy wartosci wyktadnika Hursta. Jesli H=0,5 to proces zachowuje si¢ tak jak
btadzenie losowe, czyli i.i.d. Jesli nie, szereg nie jest niezalezny:

» H=0,5 - bialy szum (white noise) - szereg i.i.d.,

» 0<H<A0.5 - proces pokonuje mniejsza drogg niz bladzenie losowe. Dlatego tez ma tendencj¢ do
czestego ,,zawracania". Gdy jest wzrastajacy, to zaczyna szybko male¢ 1 odwrotnie, po spadku
szybko nastgpuje wzrost. Niewiele empirycznych danych posiada t¢ wiasnos¢, taka cechg ma
np. zmienno$¢ procesOw rynkowych,

» 0.5<H<I - takie szeregi czasowe pokonuja wigkszy dystans niz btadzenie losowe. Gdy proces
ma tendencj¢ wzrostowa, to z duzym prawdopodobienstwem tg tendencje utrzyma i podobnie w
przypadku spadku. Nazywa si¢ to zwykle ,.efektem Josepha”, przypominajacym nam, ze po
siedmiu latach szczgsécia przyjdzie nastgpne siedem lat niedoli. Podobne procesy rozpatruje si¢
w ubezpieczeniach, gdzie nagle katastrofy wywotuja lawing zgloszen.

Istnieje doktadny algorytm opisujacy sposob liczenia $redniej wartosci (R/S), bedacej
estymatorem przeskalowanego zasiegu E(R/S),. Z malymi modyfikacjami zastosowano go w
pakiecie LMA. Ze wzgledu na jezyk programowania, w ktérym powstat LMA (C++) niektore
fragmenty zostaly zoptymalizowane pod katem szybkosci wykonania. Analiza R/S jest jedna z
bardziej czasochtonnych metod analizy dtugozasiggowe;.

Podczas badania zwrotow gietdowych metoda analizy R/S pojawia si¢ problem zbyt matej liczby
danych. Hurst znal histori¢ zmian poziomu Nilu na przestrzeni kilkuset lat, wigc moglt z duza
doktadnoscia obliczy¢ R/S dla duzych n. Czgsto jednak, tak jak w przypadku danych KGHM, dla
duzych n liczba podciagdéw jest zbyt mala, aby usrednione wartosci dawaty dobre przyblizenie.
Trzeba wigc ograniczy¢ si¢ do krotkich podciagéw. Poza tym, Ze taka analiza nie bgdzie juz
dlugozasiggowa, okazuje sig, ze dla malych » nie mozna sprawdzi¢, czy badany ciag sktada si¢ z
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie, korzystajac z asymptotycznego

wzoru Hursta
Tt
E(R/S), = ng (1.2)

Innymi stowy, jesli do wyznaczenia H zostaty uzyte zbyt mate wartosci n, to fakt, ze wartos¢ H
jest rozna od 0,5 wcale nie implikuje niezaleznos$ci badanego procesu. W roku 1976 Anis i Lloyd
zaproponowali inny wzor, ktory modyfikowal wzor Hursta dla matych n:

-1

NG| —
Zn "= dla n < 340,

Jﬁr(z) i=1

ERR/S), = (1.3)

2n S\/n—i
\/T[(n—l)z L ; dla n > 340.

Dla n>340 wzor ten jest przyblizony wzorem Stirlinga, w celu skrdocenia obliczen. Ta propozycja
daje znacznie lepsze przyblizenie Srednich wartos$ci (R/S), niz wzér Hursta. Jednak dla n<40
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istnieje nadal znaczna rdéznica pomigdzy wzorem (1.3), a wynikiem symulacji komputerowe;.
Dopiero w roku 1994 Peters wprowadzil poprawke, ktora zapewnila dostateczna zgodno$¢
przyblizenia z obserwowanymi w symulacjach warto§ciami:

n=05 r(nT_l) N [n—i
oy =
E(R/S), = (1.4)

n—-05 [ o SW—:‘
. T _1)2 Z ; dla n > 340.

dla n <340,

Badajac dzienne zwroty gieldowe, przyjmujemy, ze efekt dtugiej pamigci wystepuje wtedy, gdy
warto$¢ H wyznaczona empirycznie (przy pomocy algorytmu przedstawionego ponizej) roézni si¢ od
wartosci teoretycznej przynajmniej o ~/1/ N 1/N jest wariancja H, gdy ciag sktada si¢ z N
zmiennych i.i.d. o rozktadzie N(0,1).

Algorytm wyznaczania [E(R/S),

1. Ciag zwrotoéw o dtugosci N podziel na d podciagéw o diugosci n, przy czym
mozna tego dokonac¢ tylko dla tych n, dla ktérych dn=N.

2. Dla kazdego podciagum = 1, ..., d:

a) wyznacz $rednie (arytmetyczne) wartosci zwrotow (E,,) oraz
empiryczne odchylenia standardowe (S,,);

b) przeskaluj wartosci Z;,, przez odjgcie sredniej wartosci zwrotow w tym
podciagu:
Xim=Zim- En, dla i=1,...,n;

¢) skonstruuj skumulowany ciag przeskalowanych zwrotow:
i
Yim = Zj:],X jmdla i=1,...n;
d) oblicz zasieg: R,, = max { Y eeey Yo} — 1IN Y70 oeeey Yoo}

e) przeskaluj zasigg: R,,/Sy.

3. Srednia warto$¢ przeskalowanego zasiegu dla podciagow o dhugosci n
Wynosi wigc
d Ry

1
(R/S), = iy
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Jako przyktad niech postuzy analiza indeksu miedziowego z gieldy w Johannesburgu
(JOHCOP). W tabeli przedstawiono estymowane parametry wraz z odpowiadajacymi im
przedziatami. 41/ N = 0,019. Tak wigc dane wykazuja zalezno$¢ gdy réznica pomigdzy H
teoretycznym 1 H empirycznym begdzie wigksza (co do modutu) od 0,019.

n H empiryczne H teoretyczne roznica H
10 — 176 0, 6381 0, 5792 0, 0589
176 — 440 0, 5173 0, 5279 -0, 0105
440 — 1320 0, 4538 0, 5169 -0, 0631

Na tym przyktadzie mozemy zaobserwowacé wszystkie trzy typy szumu. Cho¢ powyzej 440 dni
wyktadnik Hursta nie jest zbyt dobrze zdefiniowany, to na potrzeby przyktadu mozemy przyjac, ze
istnieje.

» Na przedziale krotkoterminowym, do 176 dni obserwujemy dhugozasiggowa zalezno$¢ danych.
Proces zwrotow indeksu ma wigc pamigé siggajaca ponad pol roku (najczesciej przyjmuje si¢
250 dni roboczych w roku). Na tym odcinku H=0,63. Jest to wynik znacznie mniejszy od
otrzymanego przez Hursta podczas badania poziomu Nilu, ale jest znaczacy.

» Analizujac zakres 176 — 440 dni nie stwierdzamy zadnej zaleznos$ci. Obliczony wyktadnik
Hursta jest nieco mniejszy niz teoretyczny, ale r6znica miesci si¢ w dopuszczalnym przedziale.

» W zakresie powyzej 440 dni wyktadnik Hursta jest mniejszy od 0,5. Oznacza to sytuacjg, w
ktorej szereg ten ogladany z perspektywy ponad 440 dni (interwat czasowy szeregu = 440 dni)
bedzie pokonywat mniejsza drogg niz szereg niezaleznych danych. W przypadku wielkich
wzrostow nastgpowac bedzie dazenie do spadkéw 1 odwrotnie. Nastepuje swoista ,,auto-
stabilizacja” procesu.

2. Analiza V.

Analiza V powstala jako uzupetienie i modyfikacja analizy R/S. Jest ona szczeg6lnie przydatna
w szukaniu cykli nieokresowych. Cykle nieokresowe (nonperiodic cycles) sa naturalnym
rozszerzeniem pojecia cyklu okresowego. Sinusoida ma ustalony okres: 210 W przypadku procesow
losowych okresy jednak nie sa na ogot stale, sa losowe. ROwniez wahanie takiego okresu wokoét
jakiego$ okresu gléwnego nie jest zerowe i1 moze zmienia¢ si¢ zgodnie z jakims$ rozkladem
prawdopodobienstwa. W niektorych przypadkach rozktad ten ma dobrze zdefiniowana $rednig i
wariancj¢. Takie procesy nazywamy procesami z cyklami nieokresowymi.

Uzywajac analizy R/S tatwo mozna pokazaé, ze procesy rynkowe, w zakresie
krotkoterminowym, maja dobrze zdefiniowany wyktadnik Hursta, stad trudno jest okresli¢ ich
»glowny okres”. Ale patrzac na struktur¢ dlugoterminowa rynek zachowuje si¢ inaczej. Aby
zaobserwowac tg réznicg stworzono statystyke V:

(R/S)

y=2
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Postgpowanie jest podobne jak w przypadku analizy R/S. Roznice polegaja na rysowaniu na osi
y statystyki V, a nie jej logarytmu, oraz na dzieleniu statystyki przez pierwiastek z n. W praktyce
analiza V pozwala na uwydatnienie na wykresie tych miejsc (zakreséw), w ktorych pojawiaja sie
cykle zaleznosci. Na przyktadzie (rys. 2), ktory jest odpowiednikiem analizy z rys. 1, doktadnie to
powigkszenie widaé. Poniewaz probka ma diugos$¢ tylko 2640 dni roboczych, wigc z dwdch
wyrdzniajacych si¢ okresOw odrzucamy ten drugi (660 dni). Dla #n=660 ilo$¢ podciagow, na
podstawie ktorych liczymy zasigg wynosi 4, wigc jest zbyt mata, aby z zadowalajaca doktadnoscia
wyliczy¢ $redni zasigg. Pomijajac ten punkt otrzymujemy glowny okres procesu rowny 240 dni.
Jest to niecaty rok biznesowy.

Na wykresie przerywana liniq zaznaczona jest statystyka V dla ciagu niezaleznych zmiennych
losowych. Jak wida¢ nie mamy tu zadnych okreséw, ani punktow charakterystycznych. Jest to
typowa cecha bladzenia losowego — brak gtownego okresu.

3. Korelacja opdzniona (partial correlation).

Analizujac dtugo$¢ pamigci danego procesu mozemy skorzysta¢ ze standardowej metody na
badanie liniowej zalezno$ci. Jest nig korelacja pomigdzy dwoma procesami, z tym, ze jeden z
szeregOw zostaje przesunig¢ty w czasie o pewna stata (lag). Jesli porownujemy w ten sposob dwa
roézne procesy, to méwimy o Korelacji opdzZnionej lub czesciowej (lagged correlation badz partial
correlation). Gdy za$ takiej analizie poddajemy jeden proces, porownujac dwa identyczne, ale
wzajemnie przesunigte szeregi, mowimy o autokorelacji (autocorrelation). Oto przyktad
estymatora korelacji opdznionej dla dwoch szeregdw czasowych o dlugosci n:

P U
DI A I Al

1) = (1.5)
|

Wykresy autokorelacji niosa ze soba wiele informacji. Doktadnie widzimy predkos¢ ,,utraty
pamigci”. Czgsto jednak wyniki otrzymane przy pomocy autokorelacji nie pokrywaja sig¢ z
wynikami analizy R/S czy analizy V. Jest tak dlatego, ze metoda korelacji opdznionej jest bardzo
czuta na krotkie odlegtosci, wigc tatwiej jest nig bada¢ krotkoterminowe zaleznosci na rynku. W
miar¢ wzrastania opoznienia (/lag) przedmiotem analizy sa coraz mniejsze fragmenty procesu, wigc
doktadnos$¢ obliczen si¢ zmniejsza. Jako rozsadny przedziat opdznienia przyjmuje si¢ wigc N/5.
Chcac wigc analizowaé korelacje w perspektywie roku musimy dysponowaé az pigcioletnim
zbiorem danych.

Na rys. 3 przedstawiony jest przyklad zastosowania autokorelacji w praktyce. Znany juz indeks
miedziowy wykazuje zalezno$¢ pomigdzy ostatnimi dwoma, czterema i sze§cioma miesigcami. Piki
malejace w odlegtosciach dwdch miesigey Swiadcza o tym, ze proces kwadratow zwrotow indeksu
JOHCOP jest skorelowany z danymi sprzed dwoch miesigey. Same zwroty gietdowe nie
wykazuja autokorelacji. Juz dla przesunigcia kilku dni korelacja wpada w przedziat utnosci ruchu
Browna. Inaczej dzieje si¢ z warto$ciami bezwzglednymi oraz z kwadratami zwrotow. Oto trzy
wykresy ilustrujace autokorelacje odpowiednio zwrotow, ich moduléw oraz ich kwadratow (rys. 4).

Na wykresie autokorelacji samych zwrotéw nie wida¢ zadnej zalezno$ci dtugoterminowe;.
Pojawia si¢ ona dopiero przy analizie wartosci bezwzglednej zwrotow. Krzywa wolno opada, co
oznacza, ze proces dla coraz wigkszych odleglosci traci pamig¢. Analiza kwadratow zwrotow daje
jeszcze inny obraz autokorelacji. Wyrazniej zaznaczajq si¢ konkretne wartosci, dla ktorych proces
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wykazuje zalezno$¢ dhugoterminowa. Szum losowy, czyli korelacja mieszczaca si¢ w przedziale
ufnosci btadzenia losowego, jest tez tutaj odpowiednio ,,zduszony” do zera. Dlatego tez w analizie
zalezno$ci liniowej najczesciej wybiera si¢ autokorelacje kwadratéw zwrotow.

4. Wykres wariancji (variance plot).

Gloéwna cecha procesow z dluga pamigcia jest to, Zze wariancja Sredniej z prébki zbiega do zera
wolniej niz 1/n. Wyraza si¢ to wzorem:

Var()?n)zanH_z, (1.6)

gdzie ¢>0, a H jest znanym juz wykladnikiem Hursta. Oto prosty algorytm wykreslania ,,variance
plot” oraz estymacji parametru H.

1. Ciag zwrotow {Z,} o dlugosci n podziel na jednakowe podciagi o
dhugos$ci £0(2;n/2). Otrzymamy w ten sposob my, podciagdw.

2. Dla kazdego podciagu m=1, ..., m;oblicz jego empiryczna Srednia
. 1<
Z,(k)=" 2.7
J=1
oraz $rednia z catosSci

_ 1 &
Z(k)zizj(k)

3. Oblicz empiryczna wariancje $rednich Z, n(k)
1 m
2,0 — 7 77112
Pk= 7 -2k
my 1 j=1

4. Powtorz punkty 1-3 dla kO(2;n/2).
5. Wykresl (jako punkty) In(s’(k)) wzgledem In(k).

Dla duzych wartosci &, punkty na wykresie powinny uktada¢ si¢ w lini¢ prosta, o ujemnym
wspotczynniku nachylenia rownym 2H-2. W przypadku zaleznos$ci krotkoterminowej, lub danych
niezaleznych prosta graniczna bgdzie prosta o nachyleniu —1. Natomiast w przypadku zalezno$ci
dlugoterminowe] dane utoza si¢ w prosta o mniejszym (co do wartosci bezwzglednej)
wspotczynniku nachylenia. Tak wigc variance plot daje nam zgrubna informacj¢ o istnieniu
zaleznosci dtugozasiggowej w danym procesie, pod warunkiem, ze zaleznos¢ ta jest wystarczajaco
silna. Male odchytki od H=0,5 sa trudne do zweryfikowania nawet dla dtugich prébek. Mimo tych
wad metoda ta jest prosta w uzyciu, a variance plot czytelny 1 tatwy w interpretacji.
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Oto przyktady dwoéch proceséw: modelu ARCH(1) (dobranego tak, aby nie wykazywat
zaleznosci dtugoterminowej) oraz indeksu S&P500 na przestrzeni lat 1961-1991. Variance plot
pierwszego procesu (rys. 5) obrazuje doktadnie to, co jest glowna cecha modelu ARCH: brak
zalezno$ci dlugoterminowej. Punkty uktadaja si¢ doktadnie wokot linii H=0,5. W takim przypadku
nie ma watpliwos$ci co do braku pamigci takiego szeregu.

Na rys. 6 sytuacja wyglada ciekawiej. Po pierwsze, dane nie tworza prostej. Mozemy jednak
odrzuci¢ pierwsze punkty obserwacji (do okoto 10) 1 otrzymamy juz prosta odpowiadajaca H=0,8.
Jest to co prawda zgrubna aproksymacja, ale daje ogolny wglad w zaleznosci dlugoterminowe tego
procesu.

5. Variogram.

Variogramy sa czesto uzywane w geostatystyce. Na przyktad w procesach przestrzennych sa
wykorzystywane razem z metodologia nazywana ,, kriging”. Variogram o opdznieniu k (lag) jest
zdefiniowany nastgpujaco:

Vik)= ;E[(Xt —Xt_k)z]. (1.7)

Jesli X; jest procesem stacjonarnym z kowariancja Y('k ) 1 korelacja p('k ) to V(k) zbiega do granicy:
V(k)=Y(0)(1=p(k))=V(®)(1=p(k)).

Istnieje alternatywna metoda wyznaczania variogramow. Wystarczy po prosty wykresli¢ $rednie
warto$ci (Xl--X,-)2 wzgledem |i-j| dla i<j (ij=1,...,n). Otrzymamy wtedy rozrzucone punkty. Taki
algorytm zostal zastosowany w LMA. O$ y zostata jednak odpowiednio przeskalowana, tzn.
wartoéci (X;-X))* zostaly jeszcze poddane standaryzacji, czyli podzielone przez empiryczna
wariancj¢ z proby. W ten sposob otrzymujemy lini¢ referencyjna na poziomie 1. Procesom bez
pamigci beda odpowiada¢ variogramy zlozone z punktow ,,0scylujacych” wokot tej proste;.

Odczyt variogramu nie jest tak intuicyjny jak w przypadku variance plot. Ma on jednak tg zaletg,
ze jest dobrze zdefiniowany dla procesow nies‘gacjonarnych. Na przyktad dla ARIMA(0,1,0)
X=X,.;+0 z szumem losowym Oy, V(k) jest rowne Ekoﬁ , natomiast dla procesu niestacjonarnego z
trendem liniowym X;=at+( mamy:

Vik)= ;azkz +02 = a’k’.

Jako przyklad niech postuza dwa variogramy, bedace wynikiem analizy szeregu ARCH(1) oraz
indeksu gietdowego DIJA na przelomie prawie calego XX wieku. Rys. 7 obrazuje proces krotko-
terminowy. Tutaj wariancja oscyluje wokot wariancji catego szeregu co wida¢ w réwnomiernym jej
roztozeniu. Swiadczy to o braku pamieci, gdyz w takim przypadku, wariancja modelu w miejscach,
gdzie zaleznos$ci dtugoterminowe maja duzy wpltyw, bylaby odpowiednio zaburzona. Tutaj jednak
juz dla lag=3 proces zdaje si¢ by¢ pozbawiony takich cech.

Na rys. 8 przedstawiono variogram z bardzo dtugiej probki indeksu Dow Jonesa. Tutaj proces
wykazuje wspomniane wczesniej zaburzenia wariancji. Dla matych opdznien jest ona niewielka, co
moze $wiadczy¢ o dlugoterminowej zaleznos$ci warto$ci bez-wzglednej zwrotow tego indeksu.
Zalezno$¢ ta sigga az 1100 dni biznesowych, czyli ponad 4 lata. Wynik ten zostat zaprezentowany
przez Petersa, jednak przy pomocy catkiem innej metody, analizy R/S. Tam zalezno$¢ obejmowata
1044 dni.
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6. Zmiennos¢ krotko- i diugoterminowa (fine & coarse volatilities).

Inng wlasno$cia szeregow czasowych jest zalezno$¢ migdzy zmiennoscia krétkoterminowa
(fine) 1 dlugoterminowg (coarse). Dla danego procesu zmienno$¢ krotkoterminowa zostata
zdefiniowana jako S$rednia wartoSci bezwzglednych pigciu ostatnich zwrotow (dla danych
dziennych odpowiada to jednemu tygodniowi):

m+4

1
0,=52 )2 (1.8)
t=m

natomiast zmienno$¢ dlugoterminowa — jako warto$¢ bezwzgledna z sumy pigciu ostatnich
ZWrotow:

m+4

2.7

t=m

G = (1.9)

Oczywiscie podzial na przedziaty o dlugosci 5 jest umowny i zalezy od typu danych. Moga to
by¢ odcinki zawierajace 6, 10 badz 20 sasiednich zwrotéw. Np. dla badanego co 30 minut kursu
wymiany USD/DEM (Olsen), zmienno$¢ krétkoterminowa zostala zdefiniowana jako $rednia z
warto$ci bezwzglednych szesciu ostatnich zwrotow, co odpowiada 3-godzinnemu przedziatowi
czasowemu.

Dzigki takiej definicji otrzymujemy rdézne ,,punkty obserwacyjne” rynku. Zmiennos¢
krétkoterminowa bedzie odpowiadala horyzontowi graczy kréotkoterminowych, zwracajacych
uwage na mate i1 krotkie wahania na rynku oraz czerpiacych z tego korzysci. Natomiast zmienno$¢
dhugoterminowa bedzie odzwierciedleniem handlarzy dlugoterminowych, stosujacych inna strategie
polegajaca na obserwacji rynku w szerszej skali czasowe;.

Oto przyklad zastosowania metody fine&coarse volatilities. Na rysunku 9 przedstawiono
wykres korelacji migdzy zmienno$cia krotko- i dlugoterminowa dla modelu GARCH(4,4).
Parametry zostaly tak dobrane, aby proces miat charakter dtugoterminowy.

GARCH(4,4)
1 bi Ci
0 2:10°°
1 0,1 0,1
2 0,1 0,1
3 0,1 0,1
4 0,2 0,2

Objawia si¢ to wolnym opadaniem krzywej auto-korelacji. Mimo tego réznica pomigdzy lewa i
prawa strona jest znikoma (miesci si¢ w 95% przedziale ufno$ci ruchu Browna). Nie mozna wigc
méwié o wptywie jednej zmienno$ci na druga. Rys. 10 jest odpowiednikiem rys. 9 z tym, ze tutaj
analizowany jest szereg HARCH(4096). Oto warto$ci jego wspotczynnikow:
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HARCH(4096)
1 Ci
0 107
1-100 0,001
100 — 500 0,001
500 — 1000 0,01
1000 - 4096 0,02

Parametry modelu zostaty tak dobrane, aby przedstawi¢ wlasnie t¢ cechg¢ danych finansowych —
wpltyw zmiennosci dlugoterminowej na krdotkoterminowa — zmienno$¢ dtugoterminowa pozwala
lepiej przewidzie¢ zmienno$¢ krotkoterminowa niz odwrotnie. Wykres roéznicy migdzy korelacja
lewej 1 prawej strony przedstawia ten wptyw siggajacy az o$miu ostatnich tygodni (zakladajac, ze
dane sa danymi dziennymi). Dla danych finansowych, zwlaszcza kursow wymiany walutowej,
istnieje makrorynkowe uzasadnienie tego faktu. Zmienno$¢ dlugoterminowa ma wplyw na
krotkoterminowa poniewaz poziom zmiennosci dlugoterminowej odzwierciedla oczekiwane
rozmiary trendéow na rynku. Z jednej strony ma to istotny wplyw na zachowanie si¢ handlarzy
krotkoterminowych, ktérzy w reakcji na zmiang poziomu tej zmienno$ci zmieniaja sposéb handlu,
powodujac zmiang zmiennosci krotkoterminowej. Z drugiej strony, wahania poziomu zmienno$ci
krotkoterminowej nie maja wplywu na strategi¢ handlarzy dtugoterminowych, ktérzy kieruja si¢
raczej wiadomos$ciami fundamentalnymi. Z rysunkow 9-10 wida¢, ze modele HARCH przejawiaja
te wlasno$c¢, natomiast modele GARCH juz nie.

7. Gestos¢ empiryczna (frequency distribution).

Wyznaczanie empirycznej gestosci rozktadu szeregu czasowego jest rzecza prosta. Zbior
wartosci procesu nalezy podzieli¢ na n jednakowych odcinkow. Nastepnie zlicza sig ile punktow z
szeregu wpada do poszczegdlnych przedziatéw. Istotny jest przy tym odpowiedni dobor stalej n.
Przy zbyt matlej ilosci przedzialdow beda one odpowiednio szerokie, co da niezbyt precyzyjne
wyniki. Za duze n moze przy zbyt malej dtugosci procesu powodowaé efekt ,,dziur”, gdyz nie
starczy danych do poprawnego zapelienia wszystkich przedziatow.

Z wykresu gestosci empirycznej (frequency distribution) zwanego czasem histogramem
mozna wyczyta¢ wiele interesujacych wtasnosci. W prosty sposéb mozemy poréwnac nasz proces z
procesem gaussowskim. Mozemy zobaczy¢ grubos$¢ ogonow, a przede wszystkim sko$no$¢ danych
(skewness).

Oto dwa rysunki obrazujace to zagadnienie. Na rys. 11 przedstawiono histogram zwrotéw
btadzenia losowego (realizacja zmiennej losowej o rozktadzie normalnym N(0,1)). Skosnos¢ dla
rozktadu normalnego jest zerowa, wigc wykres ggstosci jest symetryczny wzgledem S$redniej
(badanie skos$nosci jest jednym ze sposobdw testowania zgodnosci probki z rozktadem normalnym).

Rys. 12 jest histogramem trajektorii modelu TARCH(2,2,2). Oto parametry tego modelu:

i a; a; Ci

0 | 0,0007| -0,0001| 0,0001
1 0,2 0,2 0,01
2 0,1 -0,1 0,02
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Zostaty one odpowiednio dobrane do potrzeb tego przyktadu. Trajektoria procesu, po obliczeniu
jej z szeregu zwrotdw, ma prawie liniowy wzrost 1 bytaby kiepskim estymatorem realnego procesu,
ale wilasnie dzigki temu, ze wigkszo§¢ zwrotdow ma znak dodatni uzyskujemy prawostronna
sko$nos¢.

Ta niesymetryczno$¢ odzwierciedla zachowanie si¢ inwestorow w zalezno$ci od tego, czy
poprzedniego dnia ceny spadty, czy wzrosty. Wspotczynniki @;” odpowiedzialne za zachowanie si¢
inwestorOw w czasie, gdy ceny spadaja, przyjmuja wartosci ujemne co oznacza, ze reakcja na
spadek cen jest sprzedaz papieréw i odwrotnie, w przypadku hossy inwestorzy chegtnie kupuja
obiecujace papiery. Z drugiej strony taka sytuacja prowadzi do efektu umocnienia si¢ trendow.
Wystepuja wtedy w modelu grupy zbyt mocno skorelowanych ze soba wzrostow i spadkow.



