TALENT - podzielno$é, kongruencje i réwnania diofantyczne
Najstarsza i najwazniejsza czesé teorii liczb zajmuje sie podzielnodcia.

® Definicja 0.1 Mowimy, ze liczba calkowita a dzieli sie przez liczbe calkowitq b, jezeli istnieje taka
liczba calkowita d, Ze a = bd.

Piszemy wtedy bla . Méwimy, ze b i d sa dzielnikami liczby a. Oczywiscie kazda liczba dzieli sie przez
11 przez siebie. Sa to tzw. dzielniki trywialne. Relacja podzielnodci | jest w zbiorze Z zwrotna,
stabo antysymetryczna i przechodnia. Ponadto jezeli bla i blc, to b|(a+ ¢) oraz jezeli bla lub b|c,
to blac. Latwo sie przekonaé, ze twierdzenia odwrotne nie zachodza.

Niech @ bedzie liczba catkowita ujemna. Wéwczas —a jest liczba naturalna i jezeli liczba k jest jej
dzielnikiem czyli —a = k-[ dla pewnego [ € N, to @ = (—k) -1, tzn liczba catkowita (—k) jest dzielnikiem
liczby a@. Zatem przy badaniu podzielnoéci liczb wystarczy sie ograniczy¢ do badania podzielnoéci liczb
naturalnych.

® Definicja 0.2 Liczby naturalne wieksze od 1, ktore majq tylko trywialne dzielniki, nazywamy liczbami
pierwszymi.

® Definicja 0.3 Liczby naturalne wieksze od m,n nazywamy wzglednie pierwszymi, jezeli ich jedynym
wspolnym dzielnikiem jest 1.

® Definicja 0.4 Liczbe n > 0 nazywamy zlozong, jezeli dzieli sie bez reszty przez jakqs liczbe od siebie
mniejszq a wiekszq od 1.

® Twierdzenie 0.1 (EUKLIDES'). KaZda liczba naturalna wicksza od 1 jest pierwsza lub jest iloczynem
liczb pierwszych.

D o w 6 d. Przeprowadzimy go w oparciu o porzadkowa zasade indukcji:

Liczba 2 spelnia teze, bo jest pierwsza. Przypusémy, ze wszystkie liczby mniejsze od n (wieksze od 1)
spelniaja teze. Jesli n nie jest pierwsza, to mozemy ja przedstawi¢ jako iloczyn n = ki, gdzie k, 1 > 1,
wiec k,l < n. Jako mniejsze od n, daja sie one roztozy¢ na czynniki pierwsze, lub same sa pierwsze. To
daje rozklad n na czynniki pierwsze. [ |

® Twierdzenie 0.2 (EUKLIDES). Istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych.

D o w 6 d. Istotnie, niech pq, ps,---p, beda liczbami pierwszymi. Sprawdzimy, Ze niezaleznie od tego,
jak zostaly wybrane i ile ich jest, istnieje co najmniej jeszcze jedna liczba pierwsza. Rozwazmy liczbe
@ =1Dpy-pg----- pn + 1. Zgodnie z Twierdzeniem 1. istnieje liczba pierwsza p i liczba naturalna ¢, by¢
moze réowna 1, taka, ze a = pe. Tak wiec

a=pi-py----- Pn+ 1= pe.

Réwnoéc ta wyklucza, by p byta ktéras z liczb py, p2, - - -pp. Jedli bowiem p = p, a b jest iloczynem
pozostatych liczb p;, -, to

pb+ 1= pc

'Euklides, (3657-3007p.n.e.), matematyk i fizyk grecki, twérca geometrii — pierwszej aksjomatycznej teorii matema-
tycznej oraz podstaw teorii liczb. Jako pierwszy badal sume szeregu geometrycznego, o czym pisze w 1X ksiedze swego
dzieta ”Elementy”. Euklides byl jednym z pierwszych nauczycieli w Muzeum Aleksandryjskim, zatozonym ok. roku 300
p-n.e. przez Ptolomeusza [, ktéry zdobyl wtadze w Egipcie po upadku imperium Aleksandra Wielkiego w roku 323 p.n.e.



czyli p(c — b) = 1. Otrzymujemy sprzecznos¢, p jest wieksze od 1, a (¢ —b) co najmniej réwne 1. ®

Do znajdowania kolejnych liczb pierwszych stuzy tzw. sito Eratostenesa?. Polega to na wykreélaniu z
ciagu kolejnych liczb naturalnych po kolei wielokrotnosci: liczby 2, pozostawiajac sama dwéjke. Pierw-
sza niewykreslona jest 3, jest to wiec liczba pierwsza. Zostawiamy ja i wykreslamy jej wielokrotnosci.
Pierwsza niewykreslona jest 5 —liczba pierwsza. Zostawiamy ja i wykreslamy jej wielokrotnosci, itd.
Pozostana same liczby pierwsze. Algorytm ten nadaje sie do stosowania przez komputer i znajdowania
wszystkich liczb pierwszych z przedziatlu [2, N], a to, jak duZe jest N, zalezy od szybkoéci komputera.
Znacznie wezedniej niz powstaty komputery, Czebyszew wykazal, ze dla kazdej liczby n > 2 pomiedzy
liczbami n i 2n znajduje sie jakas liczba pierwsza.

Prébowano znalez¢ proste wzory arytmetyczne, ktére dawalyby liczby pierwsze. Fermat wysunal sltynne
przypuszczenie, ze wszystkie liczby postaci

F(n)=2" 41
sa liczbami pierwszymi, jednak Euler odkryt rozktad na czynniki liczby
22" 11 = 641-6700417.

Do tej pory nie udowodniono nawet, ze dla n > 4 ktérakolwiek z liczb F'(n) jest liczba pierwsza.
Liczby Fermata odgrywaja istotna role przy rozwiazywaniu probleméw zwiazanych z konstrukcjami
geometrycznymi. Gauss udowodnil na przyklad, ze n-kat foremny wpisany w koto o danym promieniu
mozna skonstruowac za pomoca cyrkla i linijki wtedy i tylko wtedy, gdy n =2™ -py-pg----- i, gdzie
m jest liczba catkowita nieujemna a pq, p, -, pr sa réznymi liczbami Fermata pierwszymi. Mozna wiec
skonstruowac tréjkat, czworokat, pieciokat, szesciokat foremny, ale nie mozna skonstruowaé siedmiokata
foremnego. Ten ostatni fakt udowodnimy tez pdzniej inacze].

Innym ciekawym i prostym wyrazeniem, ktére daje wiele liczb pierwszych, jest
fn)=n*—n+441

Dlan =1,2,---,40 wyrazenie f(n) jest liczba pierwsza, jednak f(41) = 412
Wyrazenie n2—79n41601 daje liczby pierwsze az do n = 79.

Jak widzieliSmy, tatwo dowied¢, 7ze jest nieskonczenie wiele liczb pierwszych w ciagu wszystkich liczb
naturalnych. Dirichlet udowodnit, Zze w kazdym ciagu arytmetycznym, ktérego pierwszy wyraz i réz-
nica sa liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych. Dla
niektérych ciagéw mozna to doé¢ tatwo wykazac, w ogdlnej wersji jest to trudne twierdzenie. Najprost-
szym przykladem jest oczywiscie ciag liczb nieparzystych - ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie 1 i
roznicy 2. Zawiera on oczywiscie wszystkie liczby pierwsze, czyli nieskoniczenie wiele. Udowodnimy tw.
Dirichleta dla ciagu liczb postaci 4k 4+ 3 (pierwszy wyraz 3 réznica 4).

Twierdzenie 0.3 Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje wieksza od n liczba pierwsza postaci 4k + 3.

D o w 6 d. Udowodnimy najpierw, ze kazda liczba postaci 4k+3 posiada dzielnik pierwszy tej samej
postaci.

Liczba 4k+3 jest swoim wlasnym dzielnikiem, ma wiec przynajmniej jeden dzielnik tej postaci. Bierzemy
najmniejszy z takich jej dzielnikéw, 4/ 4+ 3 i sprawdzimy, Ze jest liczba pierwsza. Jezeli liczby ¢ i s sa
dzielnikami 4/ + 3, to sa nieparzyste, przy dzieleniu przez 4 daja wiec reszte 1 lub 3. Gdyby bylo
t=4n+1is=4m+1,todk+3 =ts = 16nm+4n+4m+ 1, co jest niemozliwe. Jedna z liczb ¢, s jest
wiec postaci 4n 4+ 3 1 oczywiscie jest dzielnikiem liczby 4k + 3, nie wiekszym niz 4/ + 3, a wiec k = [.
Jedynymi dzielnikami liczby 4/ + 3sa 1 i ona sama.

2Eratostenes z Cyreny, (ok.275-0k.194p.n.e.), filozof, astronom, matematyk i geograf grecki, pierwszy dokonal pomiaru
dhugoéci potudnika i wyznaczyt kat nachylenia ekliptyki do réwnika ziemskiego.



Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu twierdzenia. Dla n > 4 liczba (n! — 1) jest oczywiscie postaci
(4k+ 3). Liczba ta nie dzieli sie przez zadna liczbe < n. Wszystkie dzielniki pierwsze tej liczby sa wiec
wieksze niz n, w szczegdlnosci jej dzielnik pierwszy postaci 4/ + 3 jest wiekszy niz n. Wynika stad od
razu, ze ciag liczb pierwszych postaci 4k 4+ 3 jest nieograniczony, a wiec nieskoniczony. [ |

Podobny dowéd mozna przeprowadzi¢ dla ciagu liczb 6n 4+ 5, jednak metoda ta nie daje sie uogdlnié
na przypadek innych ciagéw arytmetycznych.

Wsrdd wazniejszych wynikéw dotyczacych rozmieszczenia liczb pierwszych, dajacych sie w miare ele-
mentarnie sformulowaé, mozna jeszcze wspomnieé¢ o twierdzeniu Gaussa, ktore méwi, ze ilosé liczb
pierwszych mniejszych od n (oznaczmy ja tutaj przez A,) podzielona przez n jest asymptotycznie
zbieina do (Inn)~'. Scigle

lim — =1
n—00 n

Koficzac te uwagi o liczbach pierwszych przytoczymy dwa nie rozstrzygniete dotad zagadnienia.

Pierwsze z nich to pytanie, czy istnieje nieskoficzenie wiele par postaci p, p+2, gdzie pi p+2 sa liczbami
pierwszymi (sa to tzw. liczby blizniacze). Chociaz odpowiedZ pozytywna wydaje sie by¢ prawdziwa nie
uzyskano dotad w tym kierunku zadnych wynikéw.

Drugie - to tzw. hipoteza Goldbacha. Goldbach zapisatl sie w historii matematyki wylacznie posta-
wieniem w roku 1742 pewnego zagadnienia, w lidcie do Eulera. Dostrzegt mianowicie, ze w kazdym
przypadku, ktéry wyprébowal, dowolna liczba parzysta moze by¢ przedstawiona jako suma dwu liczb
pierwszych. Na przyklad

4=2+426=3+38=5+3,---,100=97+3,--

W roku 1931 matematyk rosyjski Sznilerman udowodnit, ze kazda liczbe naturalna mozna przedstawic
jako sume co najwyzej 300 000 liczb pierwszych. Dowdd jest bezposredni i konstruktywny, chociaz nie
daje zadnej praktycznej metody uzyskania rozkladu dowolnej liczby naturalnej na sume liczb pierw-
szych. Matematyk radziecki Winogradow zdolal nastepnie zmniejszy¢ ilos¢ liczb pierwszych z 300 000
do 4, jednak Winogradow udowodnil twierdzenie jedynie “dla dostatecznie duzych n”, tzn. wykazal, ze
istnieje liczba naturalna N taka, ze kazda liczba naturalna n > N daje sie przedstawi¢ w postaci sumy
co najwyzej 4 liczb pierwszych. Dowéd Winogradowa nie pozwala jednak na oszacowanie liczby N, po-
niewaz jest pprowadzony metoda nie wprost. Winogradow udowodnit, ze falszywe jest przypuszczenie,
jakoby istnialo nieskoniczenie wiele liczb calkowitych nie dajacych sie rozlozy¢ na sume co najwyzej 4
liczb pierwszych.

Twierdzenie 1. méwi, ze kazda liczba n>1 jest pierwsza, albo daje sie roztozy¢ na czynniki pierwsze.
Pozostaje pytanie o jednoznacznosé tego rozktadu. Podamy dwa dowody jednoznacznoéci rozktadu na
czynniki pierwsze. Historycznie wczesniejszy jest dowdd podany jeszcze przez Euklidesa i oparty na
jego konstrukeji najwiekszego wspdlnego dzielnika. Poniewas temu ostatniemu pojeciu poéwiecimy w
dalszym ciagu wyktadu wiecej czasu, podamy najpierw inny dowdd. Bedzie to dowéd niewprost. Za-
t6zmy mianowicie, ze istnieje liczba, ktora ma dwa istotnie rézne rozklady. Na mocy zasady minimum,
istnieje najmniejsza taka liczba. Oznaczmy ja przez m. Mamy zatem

m=p1-p2--"Pr=4q1"q2"""4qs,

gdzie pi,p2,...,Pr 1 G1,G2,-..,¢qs sa liczbami pierwszymi. Mozemy oczywiécie zalozy¢, ze

PrSEp2< - Spr oraz g < g2 <0 K Gse

Zauwazmy, ze p1 # q1 , bo w przeciwnym razie istnialaby liczba mniejsza niz m posiadajaca niejedno-
znaczny rozklad. Zatem p; < ¢ lub ¢ < p;. Powiedzmy, ze p; < ¢;. Niech

!

m=m-piqa-qs=p1(p2-Pr—q2- ) = (@1 —p1)q2- " ¢s.



Poniewaz m' € N im' < m wiec m’ ma jednoznaczny rozklad na czynniki. Zatem p1l(qr—p1) lub
p1lge - - - qs. To ostatnie jest niemozliwe, bo ¢; oraz p; sa liczbami pierwszymi, a p; jest ostro mniejsza
od wszystkich ¢;. Zatem (¢ —p1) =pih , czyli ¢ = pi(h + 1), co przeczy temu, ze ¢ bylo liczba
pierwsza.

Otrzymalismy zatem

Twierdzenie 0.4 (0 JEDNOZNACZNOSCI ROZKLADU NA CZYNNIKI PIERWSZE) Kazda wieksza od 1 liczba
naturalna daje sie przedstawié jako iloczyn poteg liczb pierwszych, i to na jeden tylko sposcb, z dokiad-
nosciq do kolejnosci czynnikow.

Whniosek 0.1 Jesli p jest liczbg pierwszq i p|nk , to p|ln lub p|k .

W dalszym ciagu symbolem ©(n) bedziemy oznaczali liczbe wszystkich dzielnikéw liczby n. 7 twier-
dzenia o istnieniu i jednoznacznoéci rozkladu liczby naturalnej na czynniki pierwsze wynika, ze jezeli

JERNe Y | a2 Qg
n=p "Pp"---"DPs

to kazdy dzielnik d liczby n jest postaci

A A As
d=p'-py? ... p°

gdzie A; sa liczbami naturalnymi spelniajacymi nieréwnosci
0< i<, dla 1=1,2,...s.

I na odwrét — jest oczywiste, ze kazda liczba d powyzszej postaci jest dzielnikiem liczby n. Latwo
zatem obliczy¢ liczbe wszystkich mozliwych dzielnikéw liczby n i otrzymujemy

O(n) = (a1 +1)(ag+1)-...- (a5 + 1)

0.1 Algorytm Euklidesa.

Jesli n nie dzieli sie przez k, to mozemy wykonaé dzielenie z reszta. Dla dowolnych réznych od 0 liczb
n i k istnieja takie liczby d i r, ze n = kd + r, przy czym r < k, d i r sa wyznaczone jednoznacznie. d
nazywamy ilorazem, a r - resztg z dzielenia n przez k (jedli n < k, to d = 0) Do znalezienia d mozna
sie postuzy¢ zasada maksimum: d jest najwiekszym elementem zbioru {/ € N : kl < n}. Z tego juz
wynika, zZe reszta r jest mniejsza niz k.

Geometrycznie operacja ta polega na znalezieniu na prostej przedziatu o koficach naturalnych, w ktorym
lezy utamek T , jest to przedzial [d,d+1) . Jeszcze inaczej mozna powiedzie¢, ze d jest czescia catkowita
liczby wymiernej %, ar - jej czescia utamkowa.

k

Definicja 0.5 Najwigkszym wspélnym dzielnikiem liczb n i k, rdinych od zera, nazywamy liczbe:
NWD(n, k)= maz{l €N : [|nil|k}.

Jej istnienie wynika z zasady maksimum: zbiér wszystkich wspélnych dzielnikéw liczb n i k jest niepusty
(nalezy do niego 1) i ograniczony, np. przez n.

Przy szukaniu najwiekszego wspdlnego dzielnika nie bedziemy sie postugiwaé, jak w szkole, rozkladem
na czynniki pierwsze, zreszta ten sposéb wymaga posiadania tablic liczb pierwszych i dla duzych liczb
jest to trudne. Wykorzystamy znany od starozytnosci sposéb.



Algorytm Euklidesa:

Niech 0<n <k i wykonajmy dzielenie z reszta n przez k: n = kd + r. Wtedy, jesli I|n 1 [k,
to réwniez I|r, bo r = n — kd . Podobnie, jedli {|r i l|k, to {|n. Tak wiec wspdlne dzielniki liczb n i
k sa dokladnie te same, co wspélne dzielniki liczb k i r. W szczegdélnosci NW D(n, k) = NWD(k,r).
Wykonujac wiec operacje dzielenia z reszta uzyskaliSmy pare mniejszych liczb o tym samym NW D.
Jedli liczby sa jeszcze za duze, by zgadywaé, mozemy te operacje zastosowaé ponownie, tym razem
dzielac k przez r, itd:

n = kdi+mrm, ri<Ek,
k= ridyg+ry, 1<,

ry = rods+r3, r3 < To,

To postepowanie musi sie skonczy¢, bo kolejne reszty tworza malejacy ciag liczb naturalnych. Przypu-
§¢my, ze skoniczy sie na s-tym kroku, tzn. rs4; =0 . Ostatnie dwa wiersze naszych obliczen wygladaja
tak:

T's—2 = rs—lds + 75, rs—1 < Ts—2
's—1 = rsd.s—}—l + 07 0<rs_y
Mamy:
NWD(n, k)= NWD(k,ri) = NWD(ri,rg) =--- = NWD(re_y1,rs) =rs.

A wiec ostatnia niezerowa reszta w tym ciagu dzieleii z reszta jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem

liczb n i k.

Wyliczmy teraz z pierwszej réwnosci 1 w zaleznosci od n i k, podstawmy do drugiej réwnosci i wyliczmy
ro (tez w zaleznosci od n i k) itd. Otrzymamy w koficu wyrazenie na r,. Mianowicie r; = pn+ ¢k, gdzie
p i q sa liczbami catkowitymi. Udowodniliémy tym sposobem wazne twierdzenie.

® Twierdzenie 0.5 Najwickszy wspolny dzielnik liczb n i k wyraza sie jako ich kombinacja o wspdtczyn-
nikach catkowitych;

i n, k>0 = p,qE€Z (NWD(n, k)= pn + qk)
Przyklad.
Niech n = 1001 oraz k& = 357. Wowczas
1001 = 2-3574 287, wiec 287 = 1001 — 2 - 357,
357 = 1-287+ 70, wiec 70 =357 — (1001 — 2-357) = 3-357 — 1001,
287 = 4-7047, wiec 7T=287-4-70=2-1001 -5 357,
70 = 10-7+0,

Zatem, zgodnie z algorytmem Kuklidesa, 7 jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb 1001 i 357 i
przedstawiliSmy go w postaci 7 =2-1001 — 5 - 357.

Za pomoca ostatniego twierdzenia mozemy udowodnié¢ wiele waznych wlasnosci, miedzy innymi (udo-
wodniona wczedniej) jednoznaczno$é rozkladu na czynniki pierwsze.

® Twierdzenie 0.6 (7ASADNICZE TWIERDZENIE ARYTMETYKI) JeZeli iloczyn m-n dzieli sie przez k i liczba
k jest wzglednie pierwsza z m, to k dzieli n.



D o w 6 d. Dla dowodu postuzymy sie przedstawieniem jedynki - najwiekszego wspdlnego dzielnika
liczb m i k jako ich kombinacji o wspétezynnikach catkowitych: 1=pm+qk, a stad n =pmn+qgkn. Oba
skladniki sumy po prawej stronie dziela sie przez k, wiec suma takze, czyli k|n. [ |

Poniewaz kazda liczba pierwsza jest wzglednie pierwsza z dowolna liczba naturalna, wiec otrzymujemy
natychmiast:

Whiosek 0.2 Jezeli NWD(m,n) =1 oraz k|m, to NWD(k,n) =1.
Whiosek 0.3 Jezeli NWD(m,n) =1 oraz k|n, to NWD(m, k) =1.

Whiosek 0.4 Jezelip jest liczbg pierwszq i dzieli iloczyn mn, to p dzieli co najmniej jeden z czynnikow:
plmn — plm V p|n.

Whiosek 0.5 Jezeli liczby m, n podzielimy przez ich najwiekszy wspolny dzielnik, to otrzymamy liczby
wzglednie pierwsze.

Teraz, tak, jak obiecywalidmy, mozemy wrécié¢ jeszcze raz do sprawy jednoznacznoéci rozkladu. Dowéd
poprowadzimy metoda niewprost, korzystajac z zasady minimum. Przypuéémy, ze istnieja liczby o
niejednoznacznym rozktadzie i niech n bedzie najmniejsza taka liczba. Wezmy pod uwage dwa rozne
rozktady liczby n na czynniki pierwsze i uporzadkujmy je wedlug wzrostu tych czynnikéw:

m=pi P2 Pr=q.q2 "¢, P1 SP2< <P Oraz ¢ L g2 << Qs

p i ¢ sa (niekoniecznie réznymi) liczbami pierwszymi. Poniewaz liczba pierwsza p; dzieli iloczyn po
prawej stronie, dzieli ktérys z jego czynnikéw, czyli pewna liczbe ¢;. Poniewaz g; jest tez liczba pierwsza,
musi by¢ p1 = ¢; . Dzielac n przez te liczbe pierwsza, otrzymamy mniejsza od n liczbe naturalna o
dwoch réznych rozkladach na czynniki pierwsze:

P2 Pr=4q1.92 " "qj-1G;41 " (s

co jest sprzeczne z wyborem liczby n.

Twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu wydaje sie dos¢ oczywiste. Czy mozemy znalezé jakieé przykla-
dy pokazujace, ze nie zawsze tak jest? Czy istnieja zbiory liczb, w ktorych taki rozklad jest okreslony, ale
nie musi by¢ jednoznaczny? Sa to bardzo interesujace konstrukcje, do ktérych powrdcimy w przyszlosci.

0.2 Najwiekszy wspdlny dzielnik 1 najmniejsza wspdlna wielokrotnosé

0.2.1 Najwiekszy wspdélny dzielnik i najmniejsza wspdlna wielokrotnoéé dwu liczb

Definicja 0.6 Najmniejszq wspdlng wielokrotnosciq liczb a i b jest liczba
NWW (a,b) = min{k € N : k >0 A alk A blk}.
Jej istnienie wynika z zasady minimum.

Wiedzac, 7e w zbiorze liczb naturalnych zadna liczba nie posiada dwéch istotnie réznych rozkltadéw na
czynniki pierwsze, mozemy postugiwaé sie tym rozktadem przy poszukiwaniu najwiekszego wspdlnego
dzielnika i najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci liczb. Jedli p wystepuje w rozkladzie liczby a z wyktad-
nikiem n, a w rozkladzie liczby b z wykladnikiem m, to p wystepuje w rozkladzie liczby NW D(a,b) z
wyktadnikiem min(n, m), a w rozkladzie liczby NWW (a, b) - z wyktadnikiem max(n,m).
Przytoczymy teraz kilka wazniejszych wtasnosci NW D i1 NWW.



e Wlasnoéé 1. Kazda wspdlna wielokrotnoéé dwéch liczb dzieli sie przez ich najmniejsza wspdlna
wielokrotnoéc.

D o w 6 d. Przypusémy, ze n jest najmniejsza wspdlng wielokrotnoscia liczb a i b, a w jest ich dowolna
wspdlna wielokrotnoscia i wykonajmy dzielenie z reszta: w = gn + r, gdzie r < n. Stad r = w — gn
jest réwniez liczba podzielna przez a i przez b. Jesli jest wiec r > 0, to r powinna by¢ niemniejsza od
n, co nie jest prawda. Tak wiec r = 0, czyli w dzieli sie przez n.

e Wilasnoéé 2. Kazdy wspdlny dzielnik dwdch liczb dzieli ich najwiekszy wspdlny dzielnik.
D o w 6 d. Niech d bedzie najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb a i b, a [ - dowolnym ich wspélnym
dzielnikiem. Liczby a i b sa wspdlnymi wielokrotnosciami liczb d i [, dziela sie wiec, w myél Wlasnoéci
1, przez NWW (d,!). Ta ostatnia liczba jest wiec wspélnym dzielnikiem « i b, a wiec NWW(d,!) < d,
skad NWW (d, ) = d. To oznacza, 7e d jest wielokrotnoscia .

e Wlasno$é 3. ab= NWW (a,b)- NW D(a,b).

D o w 6 d. Liczba ab jest oczywiscie wspdlna wielokrotnoécia a i b, wiec na mocy Wlasnoéci 1. mamy
ab = kENWW (a,b) dla pewnego k. Niech m i n beda takie, ze NWW (a,b) = ma = nb. Wtedy:
ab = kma = knb, skad a = kn,b = km. Zatem k jest wiec dzielnikiem wspdélnym a i b. Pozostaje
pokazaé, ze jest to ich najwiekszy wspdlny dzielnik. Niech [ bedzie dowolnym wspdlnym dzielnikiem « i
b. Istnieja wiec p i q takie, ze @« = pl, b = ¢l. Stad pql = qa = pb i jako wspdlna wielokrotnosé liczb a i b,
iloczyn pql dzieli sie przez NWW (a,b). Mamy wiec dla pewnego t € N : pgl = tNWW (a,b), a wtedy:
ENWW (a,b) = ab=plqgl =tl - NWW (a,b), skad k=1t
Zatem k dzieli sie przez [, co, wobec dowolnoéci [, daje k = NW D(a,b).
e Wiasno$é 4. Jezeli NWD(a,c)=1 1 NWD(b,c)=1,to NWD(ab,c)=1.

Do w éd. Jedli liczby ab i ¢ maja wspdlny dzielnik pierwszy, to dzieli on ¢ i club b i ¢ co przeczy
zalozeniu.

0.2.2 Najwiekszy wspdélny dzielnik i najmniejsza wspdlna wielokrotnoéé n liczb

Pojecie najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci i Whasnoé¢ 1. mozna uogdélni¢ na przypadek dowolnej
skoficzonej iloéci liczb naturalnych, a pojecie najwiekszego wspdlnego dzielnika i Wihasnosé 2. na przy-
padek dowolnego zbioru liczb naturalnych. Nie mozna w taki sposéb uogélni¢c Wtasnosci 3. Wystarczy
zauwazy¢, ze dla @ = 2, b =3, ¢ = 6 mamy abc = 36 oraz NW D(a,b,c) =1, NWW (a,b,c) =6, czyli
NWD(a,b,c)- NWW(a,b,c) = 6.

Niech bedzie dane n liczb naturalnych aq,as, ..., a, i poszukajmy ich najwiekszego dzielnika. Niech
dp, = NWD(ay,az,...,a;) dla k=2,3,...,n

i zauwazmy, 7ze

dy = NWD(dg_1,ar) dla k=3,4,...,n

Dlaczego? Liczba dy, jako wspélny dzielnik liczb a1, az, ..., ax—1 (w szczegdlnosci) dzieli ich najwiekszy
wspélny dzielnik di_;1. Ale dilay , wiec dg| NW D(dg_1,ar). Mamy réwniez

NW D(dg—1,a)|dr—1 oraz NW D(dg_1, ax)|ax,
a poniewaz di_; jest dzielnikiem kazdej z liczb aq,as, ..., a; , wiec
NWD(dg—1,ax)|a; dla i=1,2,... k.
Stad NW D(dg—_1, ai)|dp.

Poslugujac sie zasada indukcji i wykorzystujac Twierdzenie0.5 mozemy bez trudu udowodnic¢ nastepu-
jace jego uogdlnienie



® Twierdzenie 0.7 Dla dowolnych liczb naturalnych aq, as, ..., a,, gdzie n > 2
istniejq liczby catkowite x4, x9, ..., z, takie, Ze

NWD(ay,ag,...,a,) = a1z1 + agzq + ...+ @y,

Podobnie obliczanie najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci kilku liczb mozna sprowadzi¢ do kolejnego
obliczania najmniejszej wspolnej wielokrotnosci dwu liczb. Niech

Ny = NWW(a1,az,...,ar) dla k=2,3,...,n

i pokazmy, ze

Ny = NWW(Ng_1,a;)) dla k=3,4,...,n

Dlaczego? Poniewaz N} jest wielokrotnoécia liczb aq,aq,...,ax—1 , wiec Ni_i|Ng . Ponadto ai|Ng,
wiec Ni jest wspdlna wielokrotnodcia liczb Ng_q i ag. Stad

NWW (Ni_1, ax)| Ny

Poniewaz
a;|Np—y dla i=1,2,... k-1

oraz

Nic[INWW (Ni_y, az) i ax| NWW (Ni_y, az),

wiec NWW(Ng_1,a;) jest wielokrotnodcia wszystkich «; dla ¢ = 1,2,...,k, skad wynika, Ze
Ne| NWW (Ng_q, ar).

0.3 Zastosowania algorytmu Euklidesa do rozwigzywania
liniowych réwnan diofantycznych.

Wsréd zadai szkolnych spotykamy takie, ktére prowadza do jednego réwnania o dwéch niewiadomych.
Informacja dodatkowa, umozliwiajaca rozwiazanie, jest na ogdt ukryty w treéci zadania fakt, ze roz-
wiazania maja by¢ liczbami calkowitymi. Mamy wtedy do czynienia z réwnaniem diofantycznym.
Jest to réwnanie algebraiczne, w ktérym i wspélczynniki i niewiadome sa liczbami catkowitymi. Nazwa
pochodzi od nazwiska greckiego matematyka Diofantosa® ktéry takie réwnania rozwazal w ksiedze
Arytmetyka, napisanej w III wieku n.e. W przypadku, gdy jest to réwnanie liniowe, najczeéciej roz-
wiazujemy je analizujac podzielno$¢ wystepujacych w nim liczb. Czasami jednak nie wida¢ jak tym
sposobem mozna otrzymac rozwiazanie. Oto przyklad takiego zadania:

Zadanie. Na sezonowej wyprzedazy zegarmistrz sprzedal wszystkie, jakie mial, zegarki po 123 zlote.
Ucieszony tym faktem, zostawil sobie na szczescie jeden zloty, a za reszte zakupil w hurtowni nowocze-
Sniejsze zegarki z pozytywka po 377 zi. lle bylo jednych i drugich zegarkow?

Wida¢, ze zadanie sprowadza sie do rozwiazania w liczbach naturalnych réwnania:
1232 — 377y =1

Okazuje sie, ze réwnanie diofantyczne moze nie mie¢ rozwigzan, moze ich mie¢ skorficzenie wiele lub nie-
skoficzenie wiele. Réwnanie, ktére otrzymaliémy w powyzszym zadaniu, jest najprostszym przykladem
réwnania diofantycznego. Jest to tzw liniowe réwnanie diofantyczne.

® Twierdzenie 0.8 Liniowe réownanie diofantyczne ax + by = ¢ ma rozwigzanie w zbiorze liczb catkowi-
tych wtedy i tylko wtedy, gdy NW D(a,b) jest dzielnikiem c.

®Diofantos, (2 potowa I1I wieku), matematyk grecki.



Do w6 d. Jedli istnieja z,y € Z takie, ze az + by = ¢ to oczywiscie NW D(a, b) dzieli ¢, gdyz dzieli a i
dzieli b.

Zalézmy teraz, ze dla pewnej liczby catkowitej m mamy ¢ = m-NW D(a, b). Jak pamietamy, z algorytmu
Euklidesa wynika, ze NW D(a, b) = ak + bl dla pewnych catkowitych k i [. Otrzymujemy zatem

m-NWD(a,b)=a-km+b-Im
Oczywiscie km i Im sa szukanymi catkowitymi rozwiazaniami naszego réwnania. [

Mozemy teraz rozwiazac nasze rownanie. Znajdzmy wiec najwiekszy wspélny dzielnik wspotczynnikéw:
123 i 377. Zastosujemy tu algorytm Euklidesa:

377 =3-123 48

123 =15-843
8§8=2-342
3=1-241

Widzimy, 7e w ciagu kolejnych dzielefi z reszta ostatnia wieksza od zera reszta jest 1, a wiec to jest
najwiekszy wspdlny dzielnik naszych wspdlczynnikéw. Przeksztatémy teraz otrzymany ciag réwnosci,
wyliczajac kolejne reszty, przy czym dla odréznienia wystepujacych w dzieleniu wyjsciowych liczb i
reszt od wspdlezynnikéw dzielenia, te pierwsze bedziemy podkreslac.

8§=377-3-123
3=123-15-8
2=8-2-3
1=3-2

Teraz dokonujemy podstawien kolejno z pierwszej do drugiej réwnoéci, z drugiej do trzeciej, z trze-
ciej do czwartej, przy czym redukujemy wyrazy podobne, traktujac podkreslone liczby jak zmienne w
wyrazeniach algebraicznych:

3=123—-15-(377—3-123) = —15-377+ 46 - 123
2=377-3-123 -2 (-15-377+46-123) = 31-377 - 95- 123
1=-15-377+46-123 — (31-377 — 95-123) = —46 - 377 + 141 - 123

Otrzymalismy w koficu rozwiazanie wyjsciowego réwnania: z = 141,y = 46 i odpowiedz do zadania:
zegarmistrz sprzedal 141 zegarkéw po 123 zt.i kupit 46 zegarkéw po 377 zt. Widaé tez, ze gdyby zostawil
sobie nie 1 zl. lecz 2 zt. to otrzymane liczby nalezatoby pomnozy¢ przez 2 itd. Mozemy wiec ukladac
podobne zadania, majac pewnos¢, ze réwnanie az + by = ¢ ma rozwiazanie w liczbach calkowitych, jesli
tylko ¢ jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb a i b, lub jego wielokrotnoscia. Oczywiscie jedli ¢
nie spelnia tego warunku, to rozwiazania nie ma: lewa strona dzieli sie przez NW D(a,b), prawa nie.

Wracajac do zadania rozwiazywanego na poczatku, mozna pytac¢ jak znaleié¢ wszystkie rozwiazania
catkowite liniowego réwnania diofantycznego o 2 niewiadomych. Rozwazmy réwnanie az + by = ¢ i
zalézmy, 7ze a i b sa wzglednie pierwsze (jeli nie sa, to obie strony réwnania dzielimy przez d =
NWD(a,b)) i rozwiazmy réwnanie

ar +by =1

Niech zg,yo bedzie rozwiazaniem otrzymanym w ostatnio udowodnionym twierdzeniu, a z1,y; niech
oznacza jakiekolwiek inne rozwiazanie. Wtedy oczywiscie a(z1—z0)+b(y1—yo) = 01 para: z1— 29, 1 — Yo
stanowi rozwiazanie réwnania jednorodnego:

ax —by=20



Tak wiec kazde rozwiazanie réwnania az + by = 1 jest suma rozwiazania szczegdlnego (2o, yo) tego réw-
nania i pewnego rozwiazania réwnania jednorodnego. Pozostaje nam rozwiaza¢ réwnanie jednorodne.
Oczywistym rozwiazaniem jest x = b,y = —a a wraz z nim wszystkie jego wielokrotnoéci. Okazuje sie,
ze sa to wszystkie rozwiazania wyjéciowego réwnania. Jezeli bowiem az = —by, to a dzieli iloczyn by,
a poniewaz a i b sa wzglednie pierwsze, wiec @ dzieli y. Podobnie b dzieli z. Ostatecznie wiec kazde
rozwiazanie naszego rownania jest postaci:

$:x0+tb7 Yy = yo — ta,

gdzie t jest dowolna liczba calkowita.

Powyzsze rozwazania pozwalaja udowodni¢ jeszcze jedno ciekawe elementarne twierdzenie.

Twierdzenie 0.9 (TWIERDZENIE CHINSKIE O RESZTACH) Niech m > 2 bedzie liczbg naturalng. Dla do-

wolnych liczb naturalnych ay, asg, ..., ay, z ktorych kazde dwie sq wzglednie pierwsze i dowolnych liczb
catkowitych ri,rq, ...,y istniejq liczby catkowite xq, 9, ..., x,, takie, Ze
Q1+ ri=axeo+ro=...=anTm +rm-

D ow 6 d. Dla m = 2 teza pokrywa sie z teza Twierdzenia0.8, bo liczby a4, a3 sa wzglednie pierwsze,
wiec réwnanie

1T — A9 =T9 — T
ma rozwiazanie w liczbach catkowitych. Niech m > 2 bedzie dowolnie ustalona liczba naturalna
i zalézmy, ze 7zadana réwnosé zachodzi dla kazdych m liczb. Rozwazmy dowolne liczby naturalne

1,02y« ooy Oy, Gpy1, 7 KtOTyCh kazde dwie sa wzglednie pierwsze i dowolne liczb catkowite rq, ro, ..., rp, Tt
Niech zy,z9,..., 2, beda liczbami calkowitymi spelniajacymi warunki
QT+ ri=axeo+ro=...=anTm +rm-
Poniewaz kazda z liczb ay,aq, ..., a,, jest wzglednie pierwsza z .41, Wiec
NWD(ajag - ... G, Gy ) = 1.
Zatem istnieja liczby t i u spelniajace réwnanie
102 .oy L — Qe ~ U = Ty — Q177 — T

Niech tia a

’ 1ag = ... . !/

T, = Tm bt dla i =1,2,...,m oraz z,, = u.
k3
7. . ! ! ! P .
Fatwo sprawdzi¢, ze liczby xy,7,,..., 2, spelniaja zadany warunek.
Dla i=1,2,...,m mamy bowiem
! ai1ag ... Ay
T+ = ai( o -t—}—xi)—I—Tizalag-...-am-t—I—aiaci—}—ri
k3
! !
= Opt1 Ty T Tmpt — Q11 — 71+ T+ 7= Qg1 Ty -

Zgodnie z zasada indukcji matematycznej,twierdzenie zostato udowodnione. [ |

Natychmiastowy jest nastepujacy wniosek z powyzszego twierdzenia.

Whiosek 0.6 Jezeli kazde dwie sposrod m > 2 liczb naturalnych ay, as, . . ., ay sq¢ wzglednie pierwsze,
to istnieje liczba catkowita N, ktora przy dzieleniu przez te liczby daje odpowiednio dowolne dane reszty

19372y ¢y Ty

Dalej, poniewaz liczba N + ajas...a,, - k, gdzie k jest dowolng liczba catkowita, daje przy dzieleniu

przez kazda z liczb aq, a9, ..., a, te sama reszte, co liczba N, wiec istnieje nieskoficzenie wiele liczb
catkowitych (réwniez — nieskoficzenie wiele liczb naturalnych), ktére przy dzieleniu przez aq,aq, ..., an,
daja odpowiednio reszty ri,79, ..., 'py.
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0.4 Roéwnanie Pitagorasa i kilka innych réwnan diofantycznych wyzszych rzedéw.

Wyzej rozwiazaliémy problem wyznaczenia pierwiastkéw (oczywiscie catkowitych!) réwnania diofan-
tycznego liniowego o 2 niewiadomych. Uogdlnienia problemu ida w dwdéch kierunkach: zwiekszania
liczby niewiadomych i podwyzszania stopnia réwnania. Znanym przykladem kwadratowego réwnania
diofantycznego jest réwnanie pitagorejskie?:

2?4y = 22,

Powszechnie znanym jego rozwiazaniem jest trdjka: 3,4, 5, a ogdlniej, kazda tréjka postaci: 3n,4n, bn,
gdzie n jest dowolna liczba naturalna (tradycyjnie méwi sie tu o rozwiazaniach dodatnich, gdyz interpre-
tuje sie je jako dtugoéci bokéw tréjkata prostokatnego - stad nazwa réwnania). Te wszystkie rozwiazania
nie réznia sie pomiedzy soba w sposéb istotny: opisuja one trdjkaty podobne. Wystarczy znaé jedno z
nich. Takie rozwiazanie, ktérego nie mozna otrzymac z innego przez pomnozenie przez liczbe catkowita,
nazwiemy rozwigzaniem pierwotnym. Zastanoéwmy sie, jak znalezé wszystkie rozwiazania pierwotne
rownania pitagorejskiego.

Pierwszym spostrzezeniem jest fakt, ze liczby a, b, ¢ stanowiace takie rozwiazanie, nie maja wspol-
nego dzielnika wiekszego od 1. Mozna jednak powiedzie¢ wiecej: kazde dwie spoérdd nich sa wzgled-
nie pierwsze: gdyby bowiem dwie, na przyklad a i b mialy wspdlny dzielnik pierwszy p, to ktadac:
& = aip, b= byp, mielibyémy:

p(ai +b7) = ¢
a wiec p, jako liczba pierwsza, musialaby takze dzielic ¢ i rozwiazanie nie byloby pierwotne. Liczby
a, b, c sa wiec parami wzglednie pierwsze. W szczegdlnosci co najwyzej jedna z nich moze by¢ parzysta.
Nie moga jednak wszystkie byé nieparzyste, bo dla nieparzystych a i b suma a? 4 b? jest parzysta.
Doktadnie jedna z nich jest wiec parzysta. Nie moze to by¢ jednak liczba c. Jedli bowiem ¢ = 2k, to
c? = 4k? a lewa strona, jako suma kwadratéw liczb nieparzystych, nie dzieli sie przez 4.

Zalézmy wiec, 7e a i ¢ sa nieparzyste, a b - parzysta i zapiszmy nasze réwnanie w postaci:
Y Y
b’ =c* —a® = (c—a)(c+a)

Liczby ¢ — a i ¢+ a sa obie parzyste, ale 2 jest ich jedynym wspélnym dzielnikiem (kazdy inny dawalby
wspdélny dzielnik a i ¢). Przyjmujac:

b=2k, c—a=2l, c+a=2m,
mamy:
k* =1m,

przy czym [ i m sa wzglednie pierwsze. Za pomoca rozktadu [ i m na czynniki pierwsze stwierdzamy,
ze liczby te same musza by¢ pelnymi kwadratami:

m=u?1=1v?

Ostatecznie wiec:
(¥) c=u?4+v?, a=u*—v? b= 2uv,

gdzie liczby u i v s3 wzglednie pierwsze, © > v oraz jedna z nich jest parzysta. Ten ostatni fakt wynika
z nieparzystosci a i c¢. Udowodnilidmy, 7ze kazde rozwiazanie réwnania pitagorejskiego jest postaci (x)

*Pitagoras, (ok.572-0k.497p.n.e.), matematyk i filozof grecki, uwazany za twérce poczatkéw teorii liczb. Zatozyt sto-
warzyszenie filozoficzno religijne, tzw. Zwiazek Pitagorejski, ktérego motto brzmiato ”wszystko jest liczba”. Zachowane
tabliczki z pismem klinowym $wiadcza, ze twierdzenie Pitagorasa znali juz Babiloniczycy na dtugo przed Pitagorasem,
jednak dopiero Pitagoras podal jego dowdd. Uwaza sie, ze to Pitagoras wymyslit stowo "matematyka”, ktére oznacza "to
czego mozna sie uczyC”.
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dla pewnych u i v. Wykazemy jeszcze, ze wszystkie trojki tej postaci s3 rozwiazaniami pierwotnymi
tego réwnania. Latwo sprawdzié, ze istotnie:

(u* = v?) + (2uv)? = (u* 4 v?)

a wiec jest to rozwiazanie. Ponadto z () wynika, ze a i ¢ sa nieparzyste, b parzysta. Gdyby liczby a, b, ¢
mialy wspdlny dzielnik pierwszy p > 2, to z (x) mielibysmy p|2u i p|2v, a stad p|u i p|v, wbrew zaloZeniu,
7e u i v sa wzglednie pierwsze. Tak wiec rzeczywiscie jest to rozwiazanie pierwotne. UdowodniliSmy wiec
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 0.10 Trdjka a,b, c jest rozwigzaniem pierwotnym rownania pitagorejskiego wtedy i tylko
wtedy, gdy jest postaci
(x) c=u’+v° a=u*—-0* b=2uy,

przy czym liczby w i v sq wzglednie pierwsze, u > v oraz jedna z nich jest parzysta. Wszystkie pozostale
rozwigzania otrzymujemy z pierwotnych, mnozqc je przez liczbe naturalng.

Uogdlnieniem réwnania pitagorejskiego jest réwnanie:

o ktérym slynne tzw.Wielkie Twierdzenie Fermata® glosi, Ze nie ma ono rozwiazan w liczbach
naturalnych dla zadnego n > 2. Twierdzenie to, sformulowane przez Fermat’a bez dowodu na marginesie
dziela Diofantosa w pelnej ogdlnosci dopiero w 1995 roku doczekato sie udowodnienia. Korzystajac z
wiadomoéci o réwnaniu pitagorejskim, mozna udowodnié twierdzenie Fermata dla przypadku n = 4.

4

Twierdzenie 0.11 Rownanie z* 4+ y* = 2* nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych.

D o w 6 d. Aby dowies¢, ze réwnanie to nie ma rozwiazan catkowitych dodatnich, zajmiemy sie réw-
naniem postaci: z* + y?* = w? i wykazemy, ze jesli ma ono rozwiazanie {zg, 3o, wo}, to ma réwniez
rozwiazanie {z1, y1, w1}, gdzie w; < wq , co doprowadzi nas do sprzecznoéci z zasada minimum. Przy-
pusémy wiec, ze liczby naturalne z, y, w spelniaja réwnanie

2t y4 — w?

przy czym w ma najmniejsza mozliwg wartoéé. Oczywidcie liczby 22, y?,w spelniaja réwnanie pitago-
rejskie, a zatem mozemy przyjaé, 7ze z2 i w sa nieparzyste, y jest parzysta oraz oraz istnieja wzglednie
pierwsze u,v, z ktérych jedna jest parzysta, takie, ze

x2:u2—v2, y2:2uv7 w = u? + v?

2

7 pierwszej réwnosci otrzymujemy znowu réwnanie pitagorejskie 22 4+ v? = u? wiec z, u sa nieparzyste,

v jest parzyste i u,v sa wzglednie pierwsze. Zatem takze (u,2v) = 1, a poniewaz y? = 2uv = u - 2v,
wiec u i 2v musza by¢ pelnymi kwadratami.

w=wi, 2w =4t
Ponadto istnieja uq, v; wzglednie pierwsze takie, ze
r=ul—vi, v=2uv, u=ul+vi

Réwnosé v = 2ujv; = 2t? prowadzi do wniosku, Ze u; i vy sa takze pelnymi kwadratami:

2 2
U =2, U1 =Yg,

Pierre de Fermat, (1601-1665), matematyk francuski, z zawodu prawnik, prekursor rachunku prawdopodobiefistwa i
rachunku rézniczkowego, podal metode znajdowania ekstreméw funkcji, zajmowatl sie teoria liczb 1 geometria analityczna.
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rzZy czym u? + vZ = u = w?, co daje:
1 1 1
4 4 2
T+ Yy = wy

ZmalezliSmy drugie rozwiazanie réwnania wyjéciowego, przy czym
w = u’ + v? = w‘f + v? > wi,

a nieréwno$¢ wy < w sprzeczna jest z poczatkowym wyborem liczby w. Sprzeczno$é¢ ta dowodzi, ze
wyjsciowe réwnanie nie ma niezerowego rozwiazania w liczbach catkowitych, czyli twierdzenie Fermata
dla wyktadnika 4 jest udowodnione. Podobnie rozumujac mozna udowodnié, ze

4 2

Twierdzenie 0.12 Roéwnanie z* — y* = 2? nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych.

Wspominaliémy wczesniej, ze réwnanie diofantyczne moze mie¢ bardzo rézng iloé¢ rozwiazan. Przykta-
dem réwnania, ktére ma skorniczenie wiele rozwiazan (dokladnie dwa!) jest réwnanie 22 = 2y? — 1. Sa
topary z =1, y =11z = 239, y = 13. Matematyk norweski W.Ljunggren udowodnit w 1942 roku, ze
inne rozwiazania nie istnieja. Natomiast réwnanie 22 —2y? = 1 ma rozwiazan nieskonczenie wiele. Latwo
sprawdzi¢, ze jezeli z,y jest jakimkolwiek rozwiazaniem tego réwnania, to 2 =3z+4y, vy =22+ 3y
jest tez rozwiazaniem tego réwnania.

Dtlugi czas nie bylo Zadnej ogdlnej teorii réwnaii diofantycznych i rozpatrywano kazde réwnanie z
osobna. Na przyktad w 1909 roku matematyk norweski Axel Thue udowodnil, ze réwnanie z dwiema
niewiadomymi stopnia co najmniej trzeciego ma tylko skoficzona ilo$¢ rozwiazai.

Zrobmy kilka przyktadéw.

Przyklad 0.1 Wyznaczyé wszystkie trojkqty prostokqgine, ktorych boki sq kolejnymi liczbami natural-
nymi.

Rozwiazanie. Szukamy naturalnych rozwiazan réwnania
n+(n+ 1) = (n+2)?
i okazuje sie, ze jedynym rozwiazaniem jest tréjka (3,4, 5).

Przyklad 0.2 Wykazaé, Ze istnieje nieskonczenie wiele trojkgtow prostokqinych, ktorych boki sq ko-
lejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego o pierwzsym wyrazie i roznicy bedgeych liczbami naturalnymi.

Rozwiazanie. Szukamy naturalnych rozwiazan réwnania

n*+(n+r)?=(n+2r)?

n

i otrzymujemy jako jedyny warunek 2 = 3. Zatem jest jasne, ze takich tréjkatow jest nieskoriczenie

wiele.

Przyklad 0.3 Dla jakich liczb naturalnych n istnieje trojkqt prostokginy o bokach, ktérych diugosci sq
liczbami naturalnymi i jedna z przyprostokqinych rowna jest n?

Rozwiazanie. Szukamy naturalnych rozwiazan réwnania
2

a2—|—n2:c

Zapisujac ten warunek w postaci
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widzimy, ze dla n = 1,2 taki tréjkat nie istnieje. Dla parzystych n warunki zadania spelnia tréjkat o

bokach
n\ 2 n\ 2
= = —1 = = 1
“ (2) ¢ (2) T

zas dla nieparzystych n — tréjkat o bokach

(nQ—l) (n2+1)
a= , €= .
2 2

Przyklad 0.4 Wyznaczyé wszystkie trojkqty prostokgine, ktorych diugosci bokow sq liczbami natural-

nymi a pole rowne jest obwodowi.

Rozwiazanie. Szukamy naturalnych rozwiazan uktadu réwnan

$2+y2 — 22

T
zt+y+z = L
2
Rugujac niewiadoma z i przeksztatcajac otrzymane réwnanie

zy—4(z+y)+8=0
do postaci

(z—4)(y—4) =38
otrzymujemy jako jedyne naturalne rozwiazania tréjki (5,12, 13) oraz (6,8, 10).

0.5 Kongruencje
0.5.1 Pojecie i najprostsze wlasno§ci kongruencji

Definicja 0.7 O liczbach naturalnych a i b mowimy, Ze przystaja modulo m, jesli ich réznica jest
liczbg podzielng przez m:
a=b(modm) <= m|(a—b)

Dla dowolnego modutu m € N relacja przystawania modulo m, zwana kongruencja, jest relacja typu
rownowaznosci, tzn. jest zwrotna, symetryczna i przechodnia. Pod wieloma wzgledami kongruencje za-
chowuja sie podobnie jak réwnosci, mozna je dodawa¢ i mnozy¢ (ale nie dzieli¢!) stronami. Przypusémy
bowiem, ze a =b (mod m) i ¢ =d (mod m). Oznacza to, ze liczby (a — b) i (¢ — d) dziela si¢ przez m,
ale wtedy réwniez ich suma dzieli sie przez m:

m|(a+b) — (c+d), czyli a+b=c+ d(mod m).

Zamiast o sumie mozemy mowi¢ oczywiscie takze o réznicy. Natomiast dla iloczynu korzystamy z faktu,
ze wielokrotnos¢ liczby podzielnej przez m jest podzielna przez m, wiec z naszych zalozeih wynika, ze

m|ac —be i m|be — bd,

a stad m|ac — bd.
Co do dzielenia, to zauwazmy, ze z kongruencji: 6 = 2(mod 4) wcale nie wynika przystawanie 3 do 1
przy module 4.

Przystawanie liczb @ i b modulo m oznacza, ze daja one te sama reszte przy dzieleniu przez m. Liczba
a przystaje do zera modulo m wtedy i tylko wtedy, gdy m|e. Mnozac dana kongruencje przez siebie
dochodzimy do wniosku, ze kongruencje mozna rowniez potegowaé stronami (Scisty dowéd prowadzimy
przez indukcje wzgledem wykladnika potegi). Kombinujac te wyniki razem otrzymujemy twierdzenie:
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® Twierdzenie 0.13 Jesli f(z) jest wielomianem o wspolczynnikach catkowitych oraz a = b(mod m), to

rowniez f(a) = f(b)(modm).

Sformutujemy jeszcze i udowodnimy kilka pozytecznych wisnosci kongruencji.

o Wlasnosé 1. Jezeli d jest wspdlnym dzielnikiem liczb a,b i m, to z kongruencji « = b (mod m)

wynika kongruencja % = p (mod %)

, e e e . . a b m .
Do w 6 d. Jezeli istnieje liczba catkowita k taka, ze a — b = k - m, to i k- ! €O oznacza, Ze
a b m ‘

o Wlasnosé 2. Jezeli d jest dzielnikiem liczby m to z kongruencji @ = b (mod m) wynika kongru-
encja a = b (mod d).

Do w 6 d. Jezeli istnieje liczba calkowita k taka, ze @ — b = k- m oraz m = d -/ dla pewnej liczby

catkowitej [, to a — b= kl - d, co oznacza, ze a = b (mod d). [

e Wilasnoséé 3. Jezeli d jest dzielnikiem liczb a i b a liczby d i m sa wzglednie pierwsze, to z
kongruencji @ = b (mod m) wynika kongruencja

b
% = ] (mod m).
, . , ., . ) a b km . .
Do w 6 d. Dzielac réwnoé¢ @ — b = k - m stronami przez d otrzymujemy 171 4 Poniewaz lewa
strona réwnodci jest liczba catkowita a d i m sa wzglednie pierwsze, wiec p musi by¢ liczba caltkowita
. a b
co oznacza, 7e — = - (mod m) [
e Wlasnosé 4. Jezeli a = b (mod m;) dlai=1,2,...,r, to
a = b(mod NWW(my, mg,...,m,).
Do w 6 d. Réwnoé¢ a — b = k; - m; prawdziwa dla ¢+ = 1,2,...,r, oznacza, 7e a — b jest wspdlna
wielokrotnoécia liczb mq, mg, ..., m,, wiec dzieli sie przez ich najmniejsza wspdlng wielokrotnosé, co
oznacza, ze a = b (mod NWW(my, mg, ..., m,). [
e Wlasnoéé 5. Jezeli a = b(mod m), to NWD(a, m) = NWD(b, m)
Do w 6 d. Po prostu zbiory wspélnych dzielnikéw liczb a i m oraz b1 m sa takie same. [ |

e Wilasnoséé 6. Jezeli ¢ jest dzielnikiem liczby «a, d jest dzielnikiem liczby b, ¢ i m s3 wzglednie

pierwsze, d i m sa wzglednie pierwsze, @ = b (mod m) oraz ¢ = d(mod m), to £=2 (mod m).

c d
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Do w 6 d. Zaléimy, ze a = k - c oraz b =1[-d. Poniewaz ¢ = d (mod m), wiec k¢ = kd (mod m). Stad
kd =ke=a=b=1ld (mod m),

a poniewaz d i m sa wzglednie pierwsze, wiec k = (mod m) co oznacza, ze

- mod m).
c

7

Przyklad 0.5 Wykazaé, ze liczba 2222°°%° + 55552222 jest podzielna przez 7.
Rozwiazanie. Poniewaz 2222 =3 (mod 7), wiec

2222° = 3% (mod 7) oraz 2222°=3° =1 (mod 7).
Stad 22225925 =1 (mod 7). Mnozac kongruencje stronami otrzymujemy

2222°5%0. 29995 = 35 = 5 (mod 7).
Podobnie liczac mamy kolejno
5555 = 4 (mod 7), 5555% = 2 (mod 7) oraz 5555° = 1 (mod 7).

Podnoszac te kongruencje do potegi 370 otrzymujemy

5555722 = 1 (mod 7), wiec 5555%*?* = 2 (mod 7),
co po dodaniu stronami daje

2222°55% 1 55552222 = 54+ 2 = 0 (mod 7),

czyli liczba 2222%555 4 55552222 jest podzielna przez 7.

Przyklad 0.6 Dowiesé, e dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 3(6™) — 2(6™) jest podzielna przez 35.

Rozwiazanie. Poniewaz 3° = —2% (mod 35), wiec podnoszac obie strony do parzystej potegi
37=1. 2" otrzymujemy

333772 = 933" (1nod 35) cayli 3% = 23" (mod 35),
co daje 3(6") = 2(6™) (mod 35).

Przyklad 0.7 Pokazaé, Ze dla kazdej nieparzystej liczby pierwszej p istniejq liczby calkowite x i y,
takie, ze p|1+ 22 + y2.

Rozwiazanie. Rozpatrzmy reszty z dzielenia przez p liczb n? dla n = 0,1,2,..., %(p - 1).
Sa one wszystkie rézne, gdyz w przeciwnym przypadku p byloby dzielnikiem liczby r? — s?, gdzie r i
s sa pewnymi réznymi liczbami ze zbioru A = {0,1,2,..., %(p — 1)}. Niech np. r > s. Poniewaz
plr?—s? = (r—s)(r+s), wiec p, jako liczba pierwsza dzieli (r —s) lub (r+s). Kazdy z tych przypadkéw
jest niemozliwy, gdyz

. 1
(p—1) i 0<r—|—s<2§(p—1):p—1.

DN | —

0<r—s<

Liczby 14 m?, gdzie m € A daja wiec %(p -1)+1= %(p + 1) réznych reszt z dzielenia przez p.
Podobnie jest z liczbami —n? gdzie n € A. Obydwa te zbiory daja wiec p + 1 reszt, co jest niemozliwe.

Zatem pewne liczby 1+ 2% oraz —y? daja te sama reszte, czyli p|1 + 2% + y%
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0.5.2 Funkcja Gaussa i Male Twierdzenie Fermata

W jezyku kongruencji wygodnie jest formutowac i dowodzi¢ klasyczne twierdzenia teorii liczb. Zajmiemy
sie teraz niektérymi z nich.

Dla dowolnej liczby naturalnej m > 0 przez P, oznaczmy zbiér dodatnich liczb mniejszych od m i
wzglednie pierwszych z m:

P,={0<k<m: NWD(k,m)=1}.

Dla liczby pierwszej p mamy wiec P, = {1,2,...,p — 1}. Niech ®(m) oznacza liczb¢ elementéw zbioru
P,,. Funkcja ®(m) nazywa sie funkcja Gaussa®. Oznaczmy przez rq,ro, .. -y To(m) Wszystkie elementy
zbioru P,,, czyli
Pm = {Tl, Ty, ’f‘@(m)}.
Niech a bedzie liczba dodatnia taka, ze NW D(a, m) = 1. Wéwczas reszty [ar](,,) z dzielenia iloczynéw
ar;dlai=1,2...,®(m) przez m wypelniaja caly zbiér P,,. Aby to uzasadni¢, zauwazmy, 7e te reszty
sa mniejsze niz m oraz wzglednie pierwsze z m, bo kazdy z iloczynéw ar; jest liczba wzglednie pierwsza
z m. Wszystkie te reszty sa wiec elementami zbioru F,,. Réwnocze$nie stwierdzamy, 7e sa one rézne
miedzy soba, bo dla ¢ # j liczba ar; nie przystaje do ar; modulo m. Mamy wiec ®(m) elementéw
zbioru P,,, czyli wszystkie jego elementy. Dla kazdego 1 < ¢ < ®(m) istnieje wiec 1 < 7 < ®(m) takie,
ze
ar; =r; (mod m)

Mnozac te kongruencje stronami otrzymujemy:
®(m) ®(m)
a®m) H ri = H r; (mod m).
=1 7=1

Oznaczajac przez r iloczyn wszystkich r; mozemy to zapisac:

r = ra®™ (mod m), czyli m|r (aCb(m) - 1)

Poniewaz liczby m i r sa wzglednie pierwsze, wiec m)| (aq>(m) - 1).
Udowodniliémy w ten sposéb tzw. Twierdzenie Eulera’.

Twierdzenie 0.14 (TWIERDZENIE EULERA): Dla kazdej liczby calkowitej a pierwszej wzgledem liczby

naturalnej m zachodzi kongruencja
a®™ =1 (mod m).

Whioskiem z niego jest tzw. Male twierdzenie Fermata:

Twierdzenie 0.15 (MALE TWIERDZENIE FERMATA): JezZeli p jest liczbg pierwszq i p nie dzieli a, to
a?~' =1 (mod p). Stgd a? = a (mod p), czyli p|(a? —a).

5Karl Friedrich Gauss, (1777-1855), zwany “ksieciem matematykéw”, matematyk niemiecki, uwazany za jednego z
trzech, obok Archimedesa i Newtona, najwiekszych matematykéw $wiata. Jego prace dotycza teorii liczb, algebry, rachun-
ku rézniczkowego 1 catkowego, teorii szeregdw, statystyki matematycznej, geometrii sferycznej i geometrii nieeuklidesowej.
Gauss stworzyl takze zupelnie nowe galezie matematyki, w tym teorie funkcji zespolonych i geometrie rézniczkowa. Zaj-
mowal sie tez fizyka, geodezja, astronomia.

"Leonard Euler, (1707-1783), szwajcarski matematyk, fizyk i astronom, studiowal w Bazylei u Johannesa Bernoulli’ego,
byt profesorem na uniwersytetach w Petersburgu i Berlinie. Euler jest autorem ok. 500 prac prac z dziedziny matematyki, w
ktérych zajmowal sie m.in. rachunkiem rézniczkowym 1 catkowym, réwnaniami rézniczkowymi, szeregami nieskonczonymi
i funkcjami zespolonymi. Jest twdrca znacznej czesci wspélczesnej notacji matematyczne] — wprowadzit symbole e, 7, 1,
podal obecnie uzywane definicje funkcji trygonometrycznych, stosujac oznaczenia ”sin”, ”cos”. Euler pracowal réwniez
nad zastosowaniami matematyki w fizyce, mechanice, teorii sprezystosci.
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® Przyklad 0.8 Pokazad, Ze dla kazdej liczby naturalnej k liczba (2(26k+2) —|—3) jest podzielna przez 19.

Poniewaz 2° =1 (mod 9), wiec dla kazdej liczby naturalnej k
268 =1 (mod 9) i 205+ = 2% (mod 9).

Poniewaz obie strony ostatniej kongruencji sa parzyste, wiec

26542 = 92 (mod 18),
czyli 26542 = 18t 4+ 22 dla pewnej liczby naturalnej ¢. Stad

920k 2 _ 9181427 _ 16 - 218t
7 MTF wynika, ze
2'® =1 (mod 19), wiec 2" =1 (mod 19).

Poniewaz 16 = —3 (mod 19), wiec ostatecznie

16 - 2'8 = -3 (mod 19).

0.5.3 Pierwiastki kongruencji i Twierdzenie Lagrange’a

Niech f(z) = apz" + ap 2" + ...+ a1z + ag bedzie wielomianem stopnia n o wspélczynnikach cal-
kowitych. Pierwiastkiem kongruencji f(z) =0 (mod m) nazywamy kazda liczbe catkowita o taka,
ze f(a) =0 (mod m). Jezeli o jest pierwiastkiem i = o (mod m) , to réwniez [ jest pierwiastkiem,
gdyz z twierdzenia o mnozeniu i dodawaniu kongruencji wynika wéwczas, ze f(a) = f(5) (mod m).
Takie dwa pierwiastki bedziemy uwazali za jedno rozwiazanie. Rozwiazaniem kongruencji jest wiec caty
ciag liczb a + Im, gdzie k = 1,2,3,.... Poszukiwanie rozwiazan sprowadza sie do poszukiwania pier-
wiastkéw w zbiorze {0,1,...,m — 1} . Méwiac o liczbie rozwiazan kongruencji, mamy na myéli liczbe
jej pierwiastkéw zawartych miedzy 0 a m — 1.

e Kongruencje liniowe
Rozwazamy wielomian stopnia n = 1 i kongruencje
(¥*) az =b (mod m)

Oznacza to, ze m|(az — b), a wiec istnieje takie y, ze az — b = my. Kongruencja sprowadza sie wiec do
rownania diofantycznego:
axr — my = b.

Wiemy, ze takie réwnanie ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy d = NW D(a, m) jest dzielnikiem b.
Jedno rozwiazanie (zq, yo) tego réwnania znajdujemy wéwczas postugujac sie algorytmem Euklidesa do
wyrazenia liczby d, a za nia takze b, jako kombinacji liniowej liczb a i m. Wszystkie inne rozwiazania
mozna wiec zapisa¢ w postaci:

x=2x9+1t -my, y=yo+tt -a

gdzie myd = m oraz a1d = a. Jezeli t € {0, 1,...d— 1}, to rozwiazania te nie przystaja modulo m. Gdyby
bowiem dla pewnych 0 < 7 < j < d—1 prawdziwa byla zaleznos¢ zo+1-my = zo+j-my, (mod m), to
myd = m|(j —i)mq, czyli d|(j — 1), co oczywiscie nie jest mozliwe. Zatem ¢t € {0,1,...d — 1} wyznaczaja
rozne rozwiazania wyjsciowej kongruencji. Biorac ¢t > d nie dostaniemy nowych rozwiazan kongruencji.
Dlaczego? Przedstawmy t w postaci t = kd + r dla pewnego r € {0,1,...d — 1}. Wéwczas

r=x9+t-m =xz0+7r-mp (modm),

bo (t — r)my = ldm; = Im. UdowodniliSmy zatem nastepujace twierdzenie.
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® Twierdzenie 0.16 Kongruencja liniowa az = b (mod m) ma d rozwigzan postaci x = xo+t-mq, gdzie
d= NWD(a,m), m =dmy orazt € {0,1,...d — 1}.

Stad wniosek.

® Whiosek 0.7 Jezeli d = NWD(a,m) = 1, to kongruencja liniowa az = b (mod m) ma doktadnie jedno
rozwigzanie.

W szczegdlnosci, jezeli modutl kongruenciji jest liczba pierwsza, ktéra nie dzieli a, to d = 11 kongruencja:
(#¥) az =b (mod p)

ma jedno rozwiazanie. Znajdujemy je korzystajac z twierdzenia Fermata. Niech bowiem p bedzie liczba
pierwsza, ktéra nie dzieli a. Mamy wiec a?~! = 1(mod p). Mnozac te ostatnia kongruencje stronami
przez b, otrzymujemy

ba?~' = b (mod p)

Przyjmujac teraz zg = ba?~? mamy azg = b(mod p) i reszta z dzielenia zo przez p wyznacza jedyne
rozwiazanie kongruencji (k).
® Przyklad 0.9 Kongruencja liniowa 3z =5 (mod 4) ma jedno rozwigzanie, bo d = NWD(3,4) = 1.

Wyznaczamy je rozwiazujac réwnanie diofantyczne 3z — 4y = 5.
Poniewaz 3-(—1)4+4-1= 1, wiec 3-(=5)+4-5 = 51 jako jedyne rozwiazanie tej kongruencji otrzymujemy
x = —b+4l.

® Przyklad 0.10 Wyznaczyé wszystkie rozwigzania kongruencyi liniowej
20 =6 (mod4).

Poniewaz d = NWD(2,4) = 2, wiec, zgodnie z udowodnionym wyzej twierdzeniem, oczekujemy dwu
rozwiazan — dla t = 0 oraz t = 1. Rozwiazujac réwnanie diofantyczne 2z — 4y = 6, otrzymujemy

2-(-1)—4-(-1)=2, wiec 2-(-3)—4-(-3)=6.
Zatem jako rozwiazania tej kongruencji otrzymujemy:
21 =-34+0-24+4=-34+4] oraz z,=-3+1-2+4l=-1+4l.

® Przyklad 0.11 Wyznaczyé wszystkie rozwigzania kongruencyi liniowej

8r =4 (mod3).
Poniewaz 3 jest liczba pierwsza, ktéra nie jest dzielnikiem liczby 8, wiec na mocy Matego Twierdzenia
Fermata
3188 =1, czyli 8* =1 (mod 3.)
Stad

82.4=4(mod 3.), wiec 8-(4-8) =4 (mod3.)

Rozwiazaniem tej kongruencji jest zatem x = 32 i biorac zg = 2, czyli reszte z dzielenia 32 przez 3
wyznaczamy rozwiazanie ogdélne

=243l

Dla kongruencji o module bedacym liczba pierwsza prawdziwe jest twierdzenie o liczbie rozwiazai,
analogiczne (i podobnie dowodzone !) do twierdzenia o liczbie pierwiastkéw wielomianu w zbiorze liczb
rzeczywistych.
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® Twierdzenie 0.17 (LAGRANGE?®): Jezeli f jest wielomianem stopnia n o wspolczynnikach catkowitych,
a p - liczbg pierwszq nie dzielgeq wspotczynnika przy z™, to kongruencja f(z) = 0 (mod p) ma nie wiecej
niz n rozwigzn.
D o w 6 d prowadzimy przez indukcje wzgledem stopnia wielomianu. (i) Dla n = 1 mamy kongruencje
liniowa az = b (mod m) i twierdzenie jest juz udowodnione, co jest trescia Wniosku, poniewaz p jest
liczba pierwsza nie dzielaca a.
(ii) Niech n > 11 przypu$émy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wielomianéw stopnia n — 1. Rozwazmy
dowolny wielomian:

f(z) = a,a™ + 12" V4 arz + ao.
Niech p bedzie liczba pierwsza i nie dzielaca a,. Rozpatrujemy kongruencje:

(+) F(x)=0 (modp)

Jezeli a jest jej pierwiastkiem, czyli f(a) = 0 (mod p), to dla dowolnego z mamy f(z) = f(z) —
f(a) (mod p), a wiec:

f(@)=a,(a" — ™)+ a1 (" =" )+t ai(z - )

Wylaczajac z prawej strony czynnik (z —«) przed nawias i porzadkujac wedtug poteg x wyrazy pozostale
w nawiasie otrzymujemy:
f(z) = (z —a)g(z)
gdzie g jest pewnym wielomianem o wspétczynnikach catkowitych stopnia n — 1, ktérego wspolczynnik
przy najwyzszej potedze z wynosi a,. Mozemy wiec do g zastosowac zatozenie indukcyjne. Jesli 3 jest
pierwiastkiem (%) i 5 < p, to
0=f(8) = (8- a)g(B) (mod p)

czyli pl(6 — a)g(B), ale p nie dzieli (8 — «), wiec p|g(8), co oznacza, ze ¢(f) =0 (mod p). Zatem
[ jest pierwiastkiem kongruencji g(z)=0 (mod p). Poniewa7 ta kongruencja ma nie wiecej niz (n—1)
rozwiazain, kongruencja (*) ma co najwyzej (n—1) rozwiazan réznych od «, a wiec razem ma nie wiecej
niz, n rozwiazan, co koficzy rozumowanie indukcyjne.

® Whiosek 0.8 JeZeli kongruencja f(z) = 0 (mod p) ma wiecej niz n rozwigzan, to jest ona toZsamosciq,
tzn. jest spelniona przez kazdg liczbe catkowitq.

Zauwazmy, ze nie trzeba tu zakladac¢, iz p nie dzieli a, . Niech bowiem
k = max{i: p nie dzieli a;}.
Jesli k < n, to agy1,- - -, a, sa podzielne przez p, wiec
apx” + -+ ak_|_1ack+1 =0 (mod p).
Kongruencja () sprowadza sie wiec do:
akmk + -+ a1z + ap =0 (mod p).

Ta zas kongruencja, w przypadku £ > 0, moze mie¢ tylko k rozwiagzan na mocy tw. Lagrange’a. Poniewaz,
ma ich wiecej niz n > k, musi by¢ tozsamoscia £ = 0. To z kolei sprowadza (x) do kongruencji ag =
0 (mod p), ktéra jest spelniona tylko dla ag podzielnego przez p. Ostatecznie wszystkie wspélezynniki
wielomianu f(z) dziela sie przez p, a wtedy f(z) =0 (mod p) dla kazdego z. [

Korzystajac z ostatniego wniosku, mozemy udowodni¢ charakteryzacje liczb pierwszych, podana przez
Wilsona:

8 Joseph Louis Lagrange, (1736-1813), matematyk francuski, zajmowat si¢ teoria liczb, algebra i mechanika teoretyczna,

ktérej podstawy zawart w opublikowanym w roku 1788 dziele Mécanique analitique
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® Twierdzenie 0.18 (WiLsoN): Liczba p>1 jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy p|(p—1)!+ 1.

D o w 6 d. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza. Niech
f@)=@-1(z—-2)(z—(p—1))— 2"+ 1.

Wykonujac dziatania i porzadkujac wyrazy wedlug poteg = stwierdzamy, ze f jest wielomianem stopnia
p — 2 o wspélezynnikach caltkowitych. Rozpatrzmy kongruencje (%) f(z) = 0 (mod p). Z twierdzenia
Fermata wynika, ze dla kazdego z < p jest

~2P"' 4+ 1=0 (mod p).
(*) sprowadza sie wiec do

(z—-1)(z—2)..(z—(p—1)) =0 (mod p)

a wiec liczby 1,2, ..., p—1s3 rozwiazaniami tej kongruencji. Na mocy wniosku z twierdzenia Lagrange’a,
(%), jako kongruencja stopnia p—2, jest tozsamoscia, w szczegdlnosei jest spetniona przez z = 0, co daje:

fO)= (-1 (p—1)!'+1 (mod p)

czyli pl(p — 1)! 4+ 1 (oczywiscie p — 1 jest parzyste dla p > 2, bo p jest liczba pierwsza). Dla p=2
twierdzenie jest oczywiste.

Odwrotnie, przypuéémy, ze p|(p — 1)!+1. Niech ¢ bedzie dowolnym mniejszym niz p dzielnikiem p.
Wtedy ¢|(p — 1)!+1. Poniewaz jednak ¢ € {1,...,p— 1}, mamy g¢|(p — 1)!. Stad ¢ = 1. Jedynym
mniejszym od p dzielnikiem p jest wiec 1, czyli p jest liczba pierwsza. [ |

Podamy teraz kilka przykladéw rozwiazywania kongruencji wyzszych stopni.
® Przyklad 0.12 Rozwigzaé kongruencje z* =5 (mod 12).

Skorzystajmy z Twierdzenia Eulera. Poniewaz ®(12) = [{1,5,7,11} = 4, wiec dla kazdej liczby z
wzglednie pierwszej z 12 mamy z* = 1 (mod 12). Zatem liczby wzglednie pierwsze z 12 nie spelniaja
tej kongruencji. Liczby, ktére nie sa wzglednie pierwsze z 12 tez jej oczywiscie nie spelniaja, bo prawa
strona kongruencji jest wzglednie pierwsza z 12. Stad wynika, 7ze ta kongruencja nie ma rozwiazan.

® Przyklad 0.13 Rozwigzaé kongruencje x'® —x =0 (mod 13).
Rozwiazaniem tej kongruencji jest kazda liczba ze zbioru {0,1,...,12}, co wynika z MTF.
® Przyklad 0.14 Rozwigzaé kongruencje x'%° =1 (mod 7).
Jezeli 7 nie dzieli z, to na mocy MTF jest 2% =1 (mod 7). Stad
2100 = 261644 = 34 = 1 (mod 7).

Ostatnia kongruencje spetniaja (co sprawdzamy "na piechote”) tylko 1 i 6. Oczywiscie liczby podzielne
przez 7 nie spelniaja tej kongruencji.

® Przyklad 0.15 Rozwigzaé kongruencje z° — 52° + 4z = 1 (mod 120).
Poniewaz 120 = 3 - 5 - 8 wiec wystarczy znalez¢é wspdlne pierwiastki kongruencji
2® —52° + 42 =0 (mod 3), 2° — 52> + 42 =0 (mod 5), 2° — 52° + 42 =0 (mod 8).

Okazuje sie, ze kazda z nich jest tozsamoscia. Zatem ta kongruencja ma 120 rozwiazan.
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® Przykiad 0.16 Rozwigzaé kongruencje z7 —z +1=1 (mod 42).
Poniewaz 42 = 2 - 3 - 7 wiec wystarczy znalezé wspdlne pierwiastki kongruencji
e"—2z+1=0(mod?2), 2" —2+1=0(mod3), 2" —2+1=0 (mod7).

Okazuje sie, 7e kongruencja ” — z 4+ 1 = 0 (mod 3) nie ma pierwiastkéw, wiec nasza kongruencja nie
ma rozwiazan.

Rozwiazujac kongruencje liniowe postuzyliSmy sie réwnaniami diofantycznymi. Ale i na odwrét. Kon-
gruencje moga by¢ bardzo przydatne w rozwiazywaniu réwnai diofantycznych.

® Przyklad 0.17 Wykazaé, Ze réwnania z° + y> + 2° = 4, 23 + > + 23 = 5 nie majg rozwigzan
catkowitych.

Wystarczy zauwazy¢, ze szesciany liczb catkowitych przystaja modulo 9 do liczb: 0,1,2,7,8, a suma
jakichkolwiek trzech spoérdd nich nie przystaje modulo 9 ani do 4 ani do 5.

0.6 Cechy podzielnosci

Cechg podzielnosci nazywa sie twierdzenie, sformulowane w postaci warunku koniecznego i dosta-
tecznego, pozwalajace przy pomocy prostych operacji na cyfrach danej liczby sprawdzi¢ czy jest ona
podzielna przez ustalona liczbe. Pozyteczne sa cechy podzielnosci przez liczby pierwsze (podzielnoéé
przez zlozone do tego sie sprowadza) i to - wziawszy pod uwage, 7e operacje maja by¢ nieskomplikowa-
ne - przez nieduze liczby pierwsze. Stosuje sie je w sytuacjach, gdy nie warto angazowaé¢ komputera, a
czasem w rozwazaniach teoretycznych.

Sformutowanie cechy podzielnodci zalezy od liczby, przez ktora podzielnosé badamy, a takze od syste-
mu pozycyjnego, w ktérym zapisujemy liczby (bo rézne sa cyfry). W systemie dziesiatkowym, oprécz
oczywistych cech podzielnosci przez 10,2 i 5, tatwo jest sformutowac ceche podzielnosci przez 9 i 3, bo
10% — (—1)]“ dzieli sie przez 9, oraz przez 11, w zaleznoéci od parzystosci liczby k. Dowody tych cech po-
dzielnosci sa dostepne dla ucznia szkoly podstawowej, ale chcac zrozumieé jakie to jest dla niego trudne,
powinnismy sami poszukac jakich$ cech podzielnosci w niedziesiatkowych systemach pozycyjnych, a w
dziesiatkowym - cechy podzielnoéci np. przez 7 i 13. Teoretyczna podstawa dla cech podzielnosci jest
pojecie kongruencji. Jezeli potrafimy dla pewnej funkcji f: — pokazac, ze n = f(n) mod p, to w szcze-
gblnoéci dotyczy to reszty 0 i mozna sformutowac ceche podzielnosci przez p: Liczba n dzieli sie przez p
wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) dzieli sie przez p. Oczywidcie uzyteczno$c takiej cechy podzielnoéci zalezy
od tego jaka jest funkcja f, czy latwo obliczy¢ jej wartosci i czy f(n) < n. Jedli tak jest, to taka ceche
mozna stosowaé wielokrotnie, obliczajac f(f(n)), f(f(f(n))) itd, az otrzymamy liczbe dostatecznie mata.
Przypomnijmy sobie podstawowe cechy podzielnosci w systemie o podstawie 10.

Ustalmy oznaczenia:
a=a, 10" +a,_1-10"""+---+ay-10°+a; - 10 + g
Poniewaz 10 =0 (mod 2), wiec
® a=ag (mod 2),

Podobnie, poniewaz
10=1 (mod3,) 10°=1 (mod3,) iogdlnie 10*=1 (mod 3,)
wiec
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e a=a,+a,1+...a3+a1+ag (mod 3),

Liczmy dalej w ten sam sposob:
10=2 (mod4) oraz 10*=0 (mod 4)

wiec dla kazdego k > 1 mamy 10¥ =0 (mod 4), a stad

e a=a-10+ap (mod4),
Dla kongruencji o module 5 mamy:

10=0 (mod5) wiec 10¥=0 (mod5) dla wszystkich & > 1.

Stad

e a=aqy (modb)),
Poniewaz 6 = 2 - 3, wiec

e =0 (mod6), wtedy i tylko wtedy, gdy

ap =0 (mod2) oraz a,+a,1+...a2+a1+ag =0 (mod 3),
Dla kongruencji o module 8 mamy:
10=2 (mod8), 10*°=4 (mod8) oraz 10°=0 (mod 8)

wiec dla kazdego k£ > 2 jest 10 =0 (mod 8), a stad

e a=ay-10°+a;-10+ag (mod 8),
Podobnie sprawdzamy nastepne kongruencje.

e a=a,+a,1+...+az+a1+ag (mod 9),

e a=ap (mod 10),

Zajmijmy sie teraz jedna z najstarszych cech podzielnosci przez 7. Sprawdzmy najpierw, jakie sa reszty
z dzielenia przez 7 kolejnych poteg liczby 10.

100 = 0-7+1, czyli  10°=1 (mod 7)
100 = 1-7+3, czyli 101 =3 (mod 7)
102 = 14-7+2, czyli 10 =2 (mod 7)
10> = 142-7+6, czyli 10> =6 (mod 7)
10 = 14287+ 4, czyli  10* =4 (mod 7)
10° = 14285-7+ 5, czyli  10° =5 (mod 7)
106 = 142857-7+1, czyli  10°=1 (mod 7).
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Poniewaz kazda liczbe a mozna zapisa¢ w postaci

a = a, 10"+ a,_1-10"" '+ Fay-10°+ay - 10+ ag
= b-10%+ [a5(14285-7+5)+a4(1428-7+4)+a3(142-7+6)

+as(14 -7+ 2) + a1 (1-7T+3) + ag(0- 7+ 1)]

wiec

a=0b-10°+ ag + 3a; + 2as + 6as + 4ay + Has (mod 7).

7. b mozna postapi¢ podobnie. Zatem liczba a dzieli sie przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy podzielna
jest przez 7 liczba, ktéra otrzymujemy dodajac do siebie iloczyny cyfr jednoéci, dziesiatek, ... kolejno
przez 1,3,2,6,4,5 1 powtarzajac te operacje tak dtugo, jak to jest konieczne (to znaczy do momentu
wyczerpania cyfr liczby @). Rachunek ten mozna nieco uproéci¢. Mianowicie kazdy z otrzymanych
wczesniej iloczynéw mozna zastapic reszta z dzielenia go przez 7. Oczywiste jest tez, ze reszta z dzielenia
wyjsciowe] liczby przez 7 jest taka sama jak reszta z dzielenia ostatnio otrzymanej liczby przez 7.

Podobnie mozemy znalezé ceche podzielnosci np. przez 13.

10° = 0-13+1, czyli 10°=1 (mod 13)
10! = 1-13+ 10, czyli  10' =10 (mod 13)
102 = 7-1349, czyli 102 =9 (mod 137)
10° = 76-13+12, czyli  10° =12 (mod 13)
104 = 769-13+ 3, czyli  10* =3 (mod 13)
10° = 13+ 4, czyli 105 =4 (mod 13)
10° = 1341, czyli  10° =1 (mod 13).

Postepujac tak, jak w przypadku n = 7 widzimy, ze

a=1b-10°+ ag + 10a; + 9as + 12a3 + 3a4 + 4as (mod 13).

Postepujac z b podobnie, widzimy, ze liczba a dzieli sie przez 13 wtedy i tylko wtedy, gdy podzielna
jest przez 13 liczba, ktéra otrzymujemy dodajac do siebie iloczyny cyfr jednoéci, dziesiatek, ... kolejno
przez 1,10,9,12,3,4 i powtarzajac te operacje do momentu wyczerpania cyfr liczby a. Rachunek ten
mozna oczywidcie uprosci¢, zastapujac kazdy z otrzymanych iloczynéw reszta z dzielenia go przez 13.
Oczywiste jest tez, ze reszta z dzielenia wyjéciowej liczby przez 13 jest taka sama jak reszta z dzielenia
ostatnio otrzymanej liczby przez 13.

Jak tatwo sie domysli¢, podstawa systemu nie odgrywa roli przy szukaniu cech podzielnoéci. Zrébmy to
zatem w systemach przy innych podstawach.

W systemie przy podstawie ¢ = 2 liczba a ma przedstawienie
a=0p 2" 4 ap_1 - 2"V Fay-224a; - 24 ag, gdzie ag,aq,...,a, € {0,1}
i oczywiste sa kongruencje

a=ag (mod2) a=2a+ay (mod4)
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i ogdlnie
a=2"" a1+ ...+ 2a; + ag (mod Qk)

Latwo sprawdzi¢, ze w systemie przy dowolnej podstawie c¢ liczba a, o przedstawieniu

A=ty "+ apy-c" "+ deg-Etar-c+ag, gdzie ag,ay,...,a, €{0,1,...,c—1}

przystaje modulo ¢® do liczby ap_; - ¢*' + ...+ a1 - ¢+ ag. W szczegdlnoéci jest podzielna przez c*

wtedy i tylko wtedy, gdy
(Ik_lzal:...:a():o

Cecha podzielnosci przez 3 w systemie dwéjkowym to szczegdlny przypadek ostatniego twierdzenia.
Poszukajmy cechy podzielnosci przez 5. Mamy

2°=1 (mod 5), 2'=2 (mod5), 2°=4 (mod5), 2°=3 (mod5).

Poniewaz 2% =1 (mod 5), wiec wszystko zaczyna sie powtarzaé i otrzymujemy

a=b-2" 4+ o+ 2¢1 + 4ey + 33 (mod 5).

Podobnie, jak w przypadku przedstawienia liczby w systemie dziesietnym, widzimy, ze liczba a dzieli
sie przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy podzielna jest przez 5 liczba, ktéra otrzymujemy dodajac do siebie
iloczyny wspétczynnikow przy kolejnych potegach podstawy 2 kolejno przez 1,2,4,3 i powtarzajac te
operacje do momentu wyczerpania cyfr liczby a. Oczywiste jest tez, ze reszta z dzielenia wyjéciowej
liczby przez 5 jest taka sama jak reszta z dzielenia ostatnio otrzymanej liczby przez 5.

Cecha podzielnosci przez 7 jest jeszcze prostsza.
2°=1 (mod7), 2'=2 (mod7), 2°=4 (mod7), 2°=1 (mod?7)
wiec

a=b-224co+ 2¢1 + 4y (mod 7).

Zatem tym razem widzimy, ze liczba a dzieli sie przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy podzielna jest
przez b liczba, ktéra otrzymujemy dodajac do siebie iloczyny wspdlczynnikéw przy kolejnych potegach
podstawy 2 kolejno przez 1,2,4 i powtarzajac te operacje do momentu wyczerpania cyfr liczby a.

Zamiast dowodzi¢ cechy podzielnosci przez 11 w systemie o podstawie 10 zajmijmy sie ogdlnie kongru-
encja modulo ¢+1 w systemie o podstawie ¢. Poniewaz

®=1 (mod (c+1)) oraz c¢' =1 (mod (c+1)),

wiec
* =1 (mod (+1)) oraz 1= -1 (mod (c+1)).

Stad, jezeli
a=ay- - tapy 4 tagar et ag,

to

e a=(ay—ay+ay—az+---+ (=) -a;) (mod (c+1))
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0.7 Cwiczenia
(Liczby pierwsze i liczby zlozone. Podzielno§é w zbiorze liczb calkowitych.)

1. Udowodnié, ze:
a) jezeli p jest liczba pierwsza wieksza od 3, to p*—1 dzieli sie przez 24.
b) jezeli liczby pierwsze p,q sa wieksze od 3, to p?—¢? dzieli sie przez 24.

2. Pokazaé, ze suma dwu liczb pierwszych rézniacych sie o 2, z ktérych mniejsza jest wieksza od 3, jest
podzielna przez 12.

3. Zmalez¢ wszystkie liczby pierwsze p, talie, ze p+2 1 p+4 tez sa liczbami pierwszymi.

3. Udowodni¢, ze jezeli p i p+2 sa liczbami pierwszymi wiekszymi od 3, to liczba p+1 jest podzielna
przez 6.

4. Udowodni¢, ze jezeli liczby p i 4p+1 sa liczbami pierwszymi, to liczba 8p+1 nie jest liczba
pierwsza.

5. Wykaza¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n wiekszej od 2 jedna z liczb 27 —1, 2"+1 jest ztozona.
6.Udowodnié, ze jezeli liczba 2" —1 jest pierwsza, to n jest liczba pierwsza.

7. Udowodnié, ze jezeli liczba (n—1)!+1 jest wieksza od 1 i podzielna przez n, to n jest liczba pierwsza.
8. Pokazaé, ze dla kazdego n liczby n+1 oraz 2n+1 sa wzglednie pierwsze.
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9. Pokazaé, 7e dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n+n?+4...4+n'% jest podzielna przez n(n+1).

10. Pokazaé, ze jezeli liczba naturalna n jest podzielna przez 3 i nie dzieli sie przez 6, to liczba n?47
jest podzielna przez 8.

11. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba (n+1)"—1 jest podzielne przez n’.

12. Pokazaé, ze jezeli liczby n i k nie sa wzglednie pierwsze, to liczby n+k oraz n—k tez nie sa wzglednie
pierwsze.

13. Pokazaé, 7e liczby n!+1 oraz (n+1)!41 sa wzglednie pierwsze.

14. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb calkowitych a, b, ¢ liczba a®>+b+c> jest podzielna przez 6 wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba a+b+c jest podzielna przez 6.

15. Wykazaé, ze co najmniej jedna z liczb n® —n i n®+n jest podzielna przez 10.

16. Niech p; < p2 < ... < p, bedzie ciagiem liczb pierwszych. Sprawdzi¢, czy zawsze liczba py-pa-. . -pytl
jest pierwsza.

(Algorytm Euklidesa. Najwiekszy wspdlny dzielnik i najmniejsza wspdilna wielokrotno$é.)
1. Znalezé¢ a i b wiedzac, ze:

a) NWD(a,b)=121 NWW(a,b) =168, b) NWD(a,b)=20i NWW (a,b) = 385,

Ile jest rozwiazan?

2. Jezeli d=NWD(a,b), to liczby % i % sa wzglednie pierwsze, jesli tylko Zadna z nich nie jest
zerem.

3. Jezeli NWD(a,b)=1, to dla dowolnej liczby naturalnej ¢ zachodzi réwnos¢ NW D(ac, be) = c.

4. Pokazac, ze jezeli (a,b) =1, (¢,d) =1 oraz § +  jest liczba calkowita, to b = d.

5. Dowieé¢, ze utamek dopetniajacy do 1 dany ulamek nieskracalny wlasciwy jest tez utamkiem wtla-
Sciwym.
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6. Udowodni¢, ze jezeli liczby a, b, ¢ sa nieparzyste, to
a+b b4+c c+a
2 727 2 ) ’
7. Pokazaé, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b, ¢ zachodza wzory
a) NWW(a, NWD(b,c))= NWDNWW (a,b), NWW (a,c))
b) NWD(a, NWW (b,c))= NWW (NWD(a,b), NWD(a,c))

NWD(a,b,c)= NWD (

(Réwnania diofantyczne. Kongruencje.)
1. Poda¢ rozwiazania ogdlne nastepujacych liniowych réwnai diofantycznych:
a) 2z+3y=5; b) 2z4+3y=4; ¢) 349y =33.
2. Wyznaczy¢ liczbe trzycyfrowa, ktora jest dwanascie razy wieksza od sumy swoich cyfr.
3. Zmalez¢ wszystkie catkowite rozwiazania nastepujacych réwnan:
a) 20°+zy—7=0; b) (z+1)(y—-2)=2; c¢) z(y*-1)=48; d) 2?-y*=24;
e) zy=a+2y; f) zy=2z+5y+7; g) zy=3z+8y+1.
4. Znalez¢ wszystkie naturalne rozwiazania nastepujacych réwnan:
a) y+2? =27, b) y+22?=172; <) z+y+z= Yz
5. Wiek pewnego obywatela w roku 1887 réwnal sie sumie cyfr roku jego urodzenia. lle miat on lat?

6. Wykazaé, Ze réwnanie 1522 — 7y? = 9 nie ma rozwiazan catkowitych.
7. Dowieéé, ze réwnanie 2% — 2y% 4 82 = 3 nie ma rozwiazan w liczbach calkowitych.

8. Rozwiazaé w liczbach catkowitych réwnanie 23 — 2y3 — 423 = 0.

9. Pokazaé, ze nie ma dwu liczb naturalnych, ktérych suma i réznica kwadratéw bylyby kwadratami
liczb caltkowitych.

10. Pokazaé, 7ze nie ma trzech kwadratéow liczb naturalnych tworzacych postep arytmetyczny, ktérego
réznica bylaby réwniez kwadratem liczby naturalnej.

(Kongruencje. Cechy podzielnosci.)

1. Rozwiazac nastepujace kongruencje:

a) 3z =2 (mod 5); b) 2432417 =101 (mod 725); «¢) 6z+3 =4 (mod 10);
d) 7z =4 (mod 10); e) 4243 =4 (mod 5); f) 6243 =1 (mod 10).

2. Znalezé dwie ostatnie cyfry liczby 2999,

3. Dowie$¢, ze dla m calkowitego m? = 0,1 albo 4, mod 8.
4. Wykazaé, ze jezeli z jest liczba nieparzysta i niepodzielna przez 3,
toz?2 =1 (mod 24).

5. Wyznaczy¢ wszystkie rozwiazania kongruencji :

a) z'9%° =1 (mod 13), b) 2*°* =1 (mod 7).

6. Udowodnié, ze: 10[3%* — 11%; 11-31-61]|20°—~1 oraz 19|22

6 k42

+3

7. Zbadaé, dla naturalnych n, ktéra z dwu liczb a, = 22" -2t 11 oraz
b, = 221 197 1 1 jest, a ktéra nie jest podzielna przez 5
Wsk. Rozpatrzeé przypadki: n =4k, n =4k + 1, n =4k + 2, n = 4k + 3,
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8. Udowodnié¢, ze liczba 5537 — 77'7 jest zlozona.
9. Dowies¢, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to (i) =0modpdlak=0,1,....,p— 1.

10. Znalez¢ wszystkie pary (m, n), dla ktérych liczba szeSciocyfrowa 2547mn jest podzielna przez 15 i
nie jest podzielna przez 25.

11. Korzystajac z Malego Twierdzenia Fermata znalez¢ wszystkie liczby pierwsze p takie, ze: a) 2P+1
jest podzielne przez p; b) 12745 jest podzielne przez p

12. Udowodni¢, ze wérdd liczb postaci 2p+ 1, gdzie p jest liczba pierwsza, jest doktadnie jeden szeScian
liczby naturalnej.

13.Znalezé ceche podzielnosci przez 13 w systemie dziesietnym.
14.Znalezé ceche podzielnosci przez 5,6,7 w systemie dwéjkowym.
15. Znalez¢ ceche podzielnoSci przez n w systemie o podstawie (n+1).

16. Czy istnieje liczba trzycyfrowa podzielna przez 11, ktérej pierwsza cyfra jest wieksza od drugiej, a
druga od trzeciej.
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