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Zegar odwracaj�cy
Zegar odwracaj�cy słu�y do wyznaczania odwrotno�ci w arytmetyce modularnej dla elementów
pier�cienia   reszt modulo  . W sposób pogl�dowy przedstawia on sam� definicj� tego poj�cia.Zn n
Niech zatem    oraz niech  . Mówimy, �e liczba    jestn ≥ 2 Zn = { 0, 1, 2, ..., n − 1 } l ∈ Zn

odwrotno�ci� modulo    liczby  ,  je�eli reszta z dzielenia liczby    przez    jest równa  ,n k ∈ Zn kl n 1
co zapisujemy w postaci  . Dla pewnej liczby całkowitej    zachodzi zatem równo��(kl) mod n = 1 m

. kl = mn + 1

Odwrotno�� modulo    elementu   oznaczamy symbolem  . Element zbioru   posiada-n k k−1mod n Zn

j�cy odwrotno�� modulo    nazywamy odwracalnym modulo  , w przeciwnym przypadku nazywamyn n
go nieodwracalnym modulo  . n

Wyobra�my sobie teraz tarcz� n-zegara z podziałk�
na n cz��ci ponumerowan� od 0 do n -1 oraz dwie
wskazówki - du�� i mał�. Załó�my, �e du�a
wskazówka n-zegara skacze o k, za� jego mała
wskazówka liczy skoki du�ej. Odwrotno�� modulo
n do elementu k wska�e nam zatem mała
wskazówka w chwili, gdy du�a wskazówka
znajdzie si� w poło�eniu 1. Je�eli to nast�pi, to na
pewno przed n-tym skokiem. Mo�e to jednak nigdy
nie nast�pi�, ale wtedy z pewno�ci� du�a
wskazówka znajdzie si� przed n-tym skokiem w
poło�eniu 0, a to oznacza nieodwracalno�� modulo
n elementu k. Du�� wskazówk� b�dziemy nazywa�
k-wskazówk�, za� mał� l-wskazówk�, licznikiem,
lub wskazówk� odwracaj�c�. Opisany model
b�dziemy nazywa� zegarem odwracaj�cym. Rysunek.  Zegar odwracaj�cy.

Wykonanie rysunku: M. Jurlewicz.

Parametry    wyst�puj�ce w równo�ci    definiuj�cej odwrotno�� modulo   k, l, m, n kl = mn + 1 n
liczby    s� w zegarze odwracaj�cym realizowane s� zatem jako:k

 - zakres podziałki zegara;n
 - wielko�� skoku du�ej wskazówki;k
  - liczba, któr� wskazuje mała wskazówka w momencie, gdy du�a wska�e ,  jest to l 1

      liczba skoków wykonanych przez du�� wskazówk�;
 - liczba pełnych obrotów du�ej wskazówki do momentu zatrzymania si� jej w m

      punkcie  , tej liczby nie wida� bezpo�rednio na zegarze chyba, �e wprowadzimy 1
      jeszcze jedn� wskazówk� (tzw. obrotomierz lub  -wskazówk�).m



Mo�na powiedzie�, �e zegar puszczony w ruch poszukuje z definicji odwrotno�ci modulo    liczby . Wn k
trakcie odwracania na zegarze odbywa si� wielokrotne dodawanie modulo    składnika  . Liczb�n k
aktualnie dodanych składników wskazuje zawsze mała  -wskazówka, za� kolejne sumy modulo    l n
wskazuje du�a  -wskazówka.k

Rysunek.  Wyznaczanie odwrotno�ci modulo 10 liczby 3
                            przy pomocy zegara odwracaj�cego.

         Wykonanie rysunku: M. Bryłka.
 



  

 

  Wirualny model zegara odwracaj�cego 
  utworzył jako applet Java pan mgr in�.
  Przemysław Biecek, doktorant Instytutu
  Matematyki i Informatyki Politechniki    
  Wrocławskiej. Został on zaprezentowa-  
  ny na VIII Dolno�l�skim Festiwalu         
  Nauki oraz zamieszczony na stronie        
  internetowej wykładu

www.wppt.pwr.wroc.pl/dfn2005tj 

Dwa plastikowe modele zegarów odwracaj�cych modulo 5 oraz modulo 10 zostały przygotowane na
wykład dzi�ki uprzejmo�ci pana Jarosława Uszaka, rzemie�lnika.
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